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1 Co je (matematicka) logika?

Co je logika? Logika je védou o spravném usuzovani. V logice jde o to, aby
usuzovani mélo spravnou formu bez ohledu na obsah. Uvazujeme-li napt. tvr-
zeni “prsi” a “jestlize prsi, (pak) jsou silnice mokré”, pak z nich (intuitivné zcela
samoziejmé) 1ze odvodit tvrzeni “silnice jsou mokré”. UvaZzujme jinou dvojici
tvrzeni, napf. “Petr ma hlad” a “Jestlize ma Petr hlad, (pak) se (Petr) snazi
sehnat néco k jidlu”. Z téchto tvrzeni plyne tvrzeni “Petr se snazi sehnat néco
k jidlu”. V uvedenych prikladech vyplyvalo z dvojice tvrzeni dalsi tvrzeni. Uve-
dené dvojice tvrzeni mély zcela jisté jiny obsah (“prsi” znamend zcela jisté néco
jiného nez “Petr ma hlad”). Zptusob, jakym jsme odvodili t¥eti tvrzeni byl viak
v obou pripadech stejny; fikdme, Ze usuzovani mélo stejnou formu. Tuto formu
je mozné znazornit symbolicky takto: z tvrzeni, které ma formu “A”, a tvrzeni,
které mé formu “A = B” (“jestlize A, pak B”), plyne tvrzeni “B”.

Uvedené rysy jsou pro moderni logiku charakteristické, proto je zopakujme:
logika studuje formy usuzovéni bez ohledu na obsah a méa (proto) symbolicky
charakter (jednotlivd tvrzeni oznac¢ujeme symboly-pismeny, napf. vySe uvedené
boly, napf. vyse uvedené “="). Pro uvedené rysy byvd moderni logika ozna-
¢ovana jako logika formalni, popf. symbolicka. Je pochopitelné, ze symbolicky
charakter umoznuje logice snadnéji odhlédnout od obsahu a soustfedit se na
formy usuzovani.

Co je matematicka logika? Ucinime-li studium forem usuzovani predmétem
naseho zajmu, vznika prirozené otazka, jakych metod pri tomto studiu pouzivat.
Rozhodneme-li se pouzivat metod matematiky, hovofime o matematické logice.
Studiem logiky matematickymi prostiedky lze dosahnout hlubokjch vysledk,
nékteré ukazeme v tomto textu. V nasem textu budeme pojednavat pravé o ma-
tematické logice.

Logika: matematicka a nematematicka? Dospéli jsme ke stru¢né charak-
teristice toho, co nas bude zajimat pfedevsim, tedy matematické logiky. Otazkou
nyni zustava, co dalsiho kromé matematické logiky se ve svété logiky skryva. Neé-
kdy byva uvadéno, ze logika se déli na matematickou logiku a filozofickou logiku.



Toto déleni ma své historické divody, které zde nemtizeme podrobné rozvadét.
V soucasné dobé€, zda se, je vSak toto rozdéleni umeélé, neprirozené a prekonané.
Na vysvétlenou pouze stru¢né uvedme: Otéazky po spravnych formach usuzovani
si jisté v té ¢i oné podobé kladli lidé velmi dédvno. Za zakladatele logiky je pova-
zovan Aristotelés (384-322 pf. n. 1.). Od té doby byly otézky logiky pfedmétem
zédjmu mnoha ucencti, bylo nastoleno mnoho otazek a témat. Vétsina z nich ma
povahu fundamentalnich otazek po podstaté lidského usuzovani a je tedy svou
povahou filozoficka. Teprve koncem 19. a zacatkem 20. stoleti doslo k vyrazné
matematizaci logiky. PTi této matematizaci slo predevsim o formalizaci usuzo-
vani v matematice a v tzv. exaktnich védach, ne lidského usuzovani obecné.
Matematickymi prostiedky tak byly studovany pouze vybrané aspekty usuzo-
vani a vznikl dojem, Ze ostatni aspekty usuzovani (napi. vliv ¢asu ve tvrzenich
obsahujicich odkaz na Cas jako “Nékdy v minulosti prselo”, tvrzeni obsahujici
modality jako “je mozné, Ze prsi”) se matematickymi prostfedky nedaji studo-
vat. Studium téchto “ostatnich aspektd” bylo prisuzovano tzv. filozofické logice.
Postupné se vsak dochézelo k tomu, ze matematické metody byly pouzivany
i ke studiu zminénych “ostatnich aspektd”, a ukazalo se, ze déleni logiky na
matematickou filosofickou je vécné neopodstatnéné.

Logika: klasicka a neklasicka? Klasickou logikou se rozumi logika, ve které
predpokladdme, Ze tvrzeni mohou nabyvat dvou pravdivostnich hodnot (pravda
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kami “neni pravda, ze...”, “...a...”, “...nebo...”, “jestlize ..., pak...
pravé kdyz ...” a kvantifikatory “pro kazdé = ...” a “existuje x, pro které ...”
a ve které pravdivostni hodnoty slozenych tvrzeni zavisi na pravdivostnich hod-
notach skladanych tvrzeni zptisobem, ktery zna Ctenaf nejspiS jiz ze stiedni
gkoly (viz dale). Jina logika se povazuje za neklasickou (tvrzeni mohou mit vice
hodnot nebo je mozné pouzivat i jiné spojky nebo maji spojky jiny vyznam
apod.).
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Logika: Cista a aplikovana? Aplikovanou logikou se nékdy rozumi studium
problémt, které vznikaji pfi pokusu pouzit logiku na tu ¢i onu oblast, kterd
ma oproti situaci, kdy nas zajima usuzovani vibec, sva specifika. Tato specifika
umoziuji fadu dodateénych (zjednodusujicich) predpokladii, diky kterym se ve
specifickych oblastech metodami logiky dosahuje pozoruhodnych vysledkii. Cis-
tou logikou se v této souvislosti rozumi logika vSeobecné, zabyvajici se formami
usuzovani bez ohledu na konkrétni oblasti pouziti. Je zfejmé, ze i toto déleni je
spise orientacni, vyjadiujici viceméné motivace a cile.

Jaky je vztah logiky a informatiky? Struc¢né receno, bohaty a riiznorody.
DOPLNIT

e Automatické dokazovani.
e Logické programovani.

e Logika programi.



e Priblizné usuzovani.
e Analyza dat.

Logika: vyrokova a predikatova? V naSem pojednani se budeme nejdiive
zabyvat tzv. vyrokovou logikou, poté tzv. predikatovou logikou. Aby bylo jasno,
feknéme uz ted, Ze nejde “o dvé rtizné logiky”. Predikdtova logika je rozsifenim
vyrokové logiky (vystiznéji feCeno zjemnénim vyrokové logiky). Bylo by tedy
mozné vyrokovou logiku vynechat a zabyvat se rovnou predikatovou logikou.
Protoze je vsak vyrokova logika jednodussi a protoze nadm navic umozni ilustro-
vat zakladni problémy logiky v dostatec¢né mire, za¢neme z didaktickych divodu
logikou vyrokovou. O tom, jaky je presné vztah vyrokové a predikatové logiky,
se zminime pozdéji.

2 Vyrokova logika

1

2.1 ... k vyrokové logice

Vyrokem intuitivné chdpeme vypovéd (tvrzeni), u které ma smysl uvazovat o jeji
pravdivosti. Tedy napf. “Prsi.” je vyrok, “Byl jsem v obchodé a koupil jsem si
knihu.” je vyrok, “24-2=6" je vyrok, ale “kniha v obchodé” neni vyrok, “2+2”
neni vyrok. Vyrokova logika byva nazyvana logikou vyrokovych spojek; pfitom
spojkami se mysli spojky jako “a”, “nebo”, “jestlize, ...pak ...”, “ne” (tj. “neni
pravda, Ze ...”) apod.?

Nékteré vyroky jsou pravdivé (napf. “242=4"), nékteré jsou nepravdivé
(napf. “242=6"). O tvrzeni, které je pravdivé, fekneme, Ze ma pravdivostni
hodnotu 1 (pravda); o tvrzeni, které je nepravdivé, fekneme, Ze ma pravdivostni
hodnotu 0 (nepravda).

U nékterych tvrzeni mé smysl uvaZzovat o jejich pravdivosti (jsou tedy vy-
roky), napt. “Clovék s vyskou 180cm je vysoky”, presto se vSak zdrahame fici,
Ze dané tvrzeni je pravdivé nebo, ze neni pravdivé (je nepravdivé). Pravdivostni
hodnota, kterou bychom mu ptiradili, by byla nékde mezi 0 a 1, napft. fekneme-
li, ze “Clovék vysoky 180cm je vysoky” mé pravdivostni hodnotu 0.8, fikdme
tim, Ze je pravdivé ve stupni 0.8, tj. Ze je skoro pravdivé. V nasledujicim se
omezime na (tvrzeni, které mohou mit jen) dvé pravdivostni hodnoty (0 a 1).
Poznamenejme pouze, Ze studiem vice pravdivostnich hodnot se zabyva tzv.
fuzzy logika (ta je v soucasné dobé intenzivné zkoumaéana).

U nékterych tvrzeni zavisi pravdivostni hodnota na ¢ase, napt. “Za tyden
bude prset.” Takovymi tvrzenimi se zabyva tzv. logika ¢asu (temporalni logika).

1Téz virokovy podet nebo vyrokovy kalkul.

2Vsimnéme si, e pojem spojka zde pouzivame v §irsim vyznamu nez byva bé&iné: spoj-
kou chapeme jazykovy vyraz, jehoz pouzitim na vyroky dostaneme novy vyrok. Napft. vyrok
“Jestlize prsi, pak je mokro.” vznikl pouzitim spojky “jestlize..., pak ...” na vyroky “prsi”
a “je mokro” apod.



Ta mé pro informatiku zasadni vyznam. My se s ni vSak nesetkdme (resp. se-
tkdme se jen okrajové) a budeme faktor ¢asu ignorovat, tj. budeme se zabyvat
tvrzenimi, jejichz pravdivost na Case zavisla neni.

Poslednim omezeni (tj. zjednoduSeni), které pfijmeme, se tyka vyrokovych
spojek. Podle vySe uvedeného, je spojkou nejen “ne” (tj. “neni pravda, ze ...”
napf. v tvrzeni “Neni pravda, Ze prsi”), ale také “nutné” (tj. “nutné plati, ze

.” napf. v tvrzeni “Nutné plati, ze prsi”), “mozna” (tj. “je mozné, ze ...”
napf. v tvrzeni “Je moZné, ze prsi”), “vi se” (tj. “vi se, Ze ...” napf. v tvr-
zeni “Vi se, ze prsi”) apod. Takové spojky je mozné zkoumat (spojky “nutné”
a “moznd” zkouma tzv. modalni logika, spojky “vi se” apod. zkouma tzv. epis-
temické logika), my to vSak délat nebudeme a omezime se jen na tzv. spojky
klasické.

Poznamka 2.1 VSimnéme si, Ze uz ted jsme ucinili fadu zjednodusujicich pied-
pokladt.

Vsimnéme si, Ze v pfirozeném jazyce existuji tvrzeni, kterda znamenaji to
samé, ale jsou riizna: napi. dvojice tvrzeni “Neprsi.” a “Neni pravda, ze prsi”
nebo trojice tvrzeni “Mozné prsi.”, “Je mozné, ze prsi.” a “Mozn4 je pravda, ze
prsi.”

Jak jsme zminili vySe, tikolem logiky je zkoumat usuzovani a souvisejici pro-
blémy, av8ak bez ohledu na obsah toho, co je (o ¢em je) usuzovino. Odhlédneme-
li u usuzovani od obsahu, zbyde forma (napf. u vyse uvedeného odvozeni tvrzeni
“silnice jsou mokré” ze dvou tvrzeni “prsi” a “jestlize prsi, (pak) jsou silnice
mokré” zbyde po odhlédnuti od obsahu (abstrakce od obsahu) forma tohoto
odvozeni, kterou je mozné zachytit pomoci: z “A” a “A = B” lze odvodit “B”).
V tomto smyslu jde tedy v logice o formu usuzovéani.

Chceme se tedy soustfedit usuzovani o vyrocich, pfitom nas nezajimé ob-
sah, ale pouze forma usuzovaného. Na jedné strané tim v jistém smyslu ztratime,
nebot nase rozliSovaci schopnost odhlédnutim od obsahu klesne (v§roky, popf.
usudky se stejnou formou, ale rliznym obsahem, pro nis budou nerozligitelné).
Na druhé strané, soustfedénim se pouze na formu ndm umozni objevit zékoni-
tosti, kterymi se fidi usuzovani nad jakymikoli vyroky, tedy vyroky s libovolnym
obsahem. Vysledky, které ziskdme, budeme tedy moci pouzit na libovolné vy-
roky. Dalsi vyhodou odlhlédnuti od obsahu je bezesporu fakt, Ze zbavime-li se
nepodstatného (v nasem piipadé obsahu), budeme lépe vidét podstatné (v na-
Sem pripadé zdkonitosti usuzovani).

Je dulezité upozornit na to, ze nam jde o dvé véci: Za prvé, chceme studovat
formy usuzovani a souvisejici aspekty. Za druhé, chceme nase tivahy zpresnit tak,
abychom ke studiu forem usuzovani mohli pouzit matematické metody. Ctenaf
si jisté uvédomil, Ze zatim jsme se pohybovali na intuitivni (a tedy nepfesné,
matematickymi metodami neuchopitelné) Grovni. Tak napfiklad, fekli jsme, Ze
vyrok je vypovéd, u které ma smysl uvazovat o jeji pravdivosti. Nedefinovali
jsme presné, co rozumime spojenim “vypovéd, u které ma smysl uvazovat o jeji
pravdivosti” a nechali jsme toto na ¢tenarové intuitivnim porozuméni. V dalsim
pristoupime k vybudovani formélniho systému vyrokové logiky.



2.2 Zakladni syntaktické pojmy

Chceme-li zkoumat formy usuzovani o vyrocich bez ohledu na jejich obsah,
bude uziteéné oznacovat vyroky pomoci symbolt (to jsme ostatné jiz udinili,
kdyZ jsme pouzili A a B pro oznaceni vyrokt pfi ukazce odhlédnuti od obsahu).
Neékteré vyroky vznikly z jinych pomoci spojek, jiné spojky neobsahuji (napi.
“Prsi.”), a jsou tedy v tomto smyslu nedélitelné (atomické). Atomické vyroky
budeme oznacovat specialnimi symboly, kterym budeme fikat vgrokové symboly.
Spojky, kterymi se vyroky spojuji ve slozené vyroky, budeme oznacovat symboly
vyrokovyjch spojek. Tak budeme moci zapisovat formu vyroku: napf. oznacuji-li
symboly p a g po fadé vyroky “prsi” a “silnice jsou mokré” a oznacuje-li =
spojku “jestlize ..., pak ...”, vyrok “jestlize prsi, pak silnice jsou mokré” je
zapsan vyrazem p = ¢. Navic, zapomeneme-li na obsahy vyrokt oznacenych
pomoci p a ¢, reprezentuje vyraz p = ¢ formu vyroku. Abychom mohli poho-
dlné a prehledné zapisovat sloZzené vyroky, budeme pouzivat pomocné symboly
(vétSinou zavorky rtiznych druhii). Dostali jsme se k tomu, co se nazyva jazyk
vyrokové logiky:

Definice 2.2 Jazyk vyrokové logiky se sklada z

e vyrokovych symboli p, q,r, ..., popi.sindexy, p1, pe; pfedpokladame,
Ze mame neomezené mnoho (spocetné mnoho) vyrokovych symboli;

e symbolu vgrokovjch spojek - (negace), = (implikace), popt. dale A
(konjunkce), V (disjunkce), < (ekvivalence);

e pomocnych symbolia (,), [, ], atd. (rizné druhy zavorek).

Nez pristoupime k dalsi definici, musime objasnit tu ¢ast definice jazyka vy-
rokové logiky, ktera se tyka spojek (ta je v Definici 2.2 nejednoznacna). V zésadé
jde o to, ze nékteré spojky je mozné nahradit jinymi. Tak naptiklad vyrok “Prsi
a je zima.” je pravdivy, pravé kdyz je pravdivy vyrok “Neni pravda, Ze neprsi
nebo neni zima.” To plati pro jakékoli vyroky. Vyrok tvaru “A a B” mé stejnou
pravdivostni hodnotu jako vyrok “Neni pravda, Ze neplati A nebo neplati B”.
Je tedy vidét, Ze spojku “a” (pouzitou v prvnim vyroku) lze nahradit pomoci
spojek “ne” a “nebo” (pouzitych ve druhém vyroku). Mizeme tedy postupovat
tak, ze nékteré spojky zvolime za zakladni a dalsi budeme povazovat za odvo-
zené (to zatim vidime intuitivng, za okamzik uvidime, jak to provést korektné).
To mé své vyhody, které plné docenime az v nésledujicim textu (vyhody jsou
predevsim technické: budeme mit kratsi definice a kratsi dukazy).

Shriime tedy: Jde ndm o spojky “ne”, “a”’, “nebo”, “jestlize ..., pak ...”,
“...,pravé kdyz ...”. Pracovat s nimi mizeme dvojim zpisobem. Za prvé, mu-
zeme je (resp. jim odpovidajici symboly v jazyce) vSechny povazovat za zakladni.
Za druhé, muzeme vybrat jen jistou skupinu spojek, ktera staci pro vyjadieni
ostatnich spojek, a tuto skupinu povazovat za zakladni; ostatni spojky pak mii-
Zeme povazovat za odvozené ze zakladnich (v tomto pfipadé sta¢i mit v jazyce
jen symboly zékladnich spojek; symboly ostatnich spojek mtizeme pouzivat, ale
chapeme je jako definované pomoci symbolt pro zakladni spojky—to za chvili



uvidime). Prvni postup je pfirozenéjsi (nebot Zddnou spojku neupfednostiiu-
jeme), druhy je technicky vyhodnéjsi (nebot pracujeme s mensim mnoZstvim
spojek). My zvolime druhy postup. Je dtlezité zminit, Ze oba postupy jsou
ekvivalentni (to my vSak neuvidime, protoze prvni zplisob ignorujeme; zvidavy
¢tenalr muze prvni zptusob domyslet, popr. najit v literature; podotknéme pouze,
ze fikame-li, Ze oba postupy jsou ekvivalentni, myslime tim, Ze vSechna tvrzeni,
ke kterym dospéjeme nasim zpisobem, jsou (v odpovidajici podobé) platna i
pfi pouziti prvniho zptisobu; DODELAT, nejspi§ do cviéeni). Spravné by tedy
v definici symbola pro vyrokové spojky mélo byt pri nasem pristupu uvedeno

e symboli vyrokovych spojek — (negace), = (implikace);

Uvedeni symbolt dalsich spojek ma za kol struéné vyjadrit pravé vysvétlenou
situaci.
Pfistupme k dalsi definici.

Definice 2.3 Necht je dén jazyk vyrokové logiky. Formule daného jazyka
vyrokové logiky je definovana nésledovné:

e kazdy vyrokovy symbol je formule (tzv. atomickd formule);
e jsou-li ¢ a ¢ formule, jsoui = ¢ a (¢ = v) formule.

Priklad 2.4 Formulemi jsou tedy jisté konec¢né posloupnosti symbolt jazyka
vyrokové logiky. Napt. posloupnosti p, ¢1, = p, (p = ¢), (mp = (¢ =~ 1)) jsou
formule, naproti tomu posloupnosti pp, ((p =, = p nejsou formule. Posloupnost
(m p = (¢ = r)) je formule, protoze: r je formule (atomickd), tedy i = r je
formule, coz spolu s tim, Ze ¢ je formule, dava, ze (¢ == r) je formule; déle je
p a tedy i = p formule, a tedy koneéné i (m p = (¢ == r)) je formule.

Zavedeme nyni symboly A, V, < jak jsme ohlésili vyse. Jsou-li, ¢ a
posloupnosti symbolti, pak posloupnosti (¢ A ¥), (¢ V 9), (¢ < ) jsou zkratky
za nasledujici posloupnosti:

(p A) je zkratkou za - (¢ = 1),
(p V) je zkratkou za (= ¢ = 1),
(p &) je zkratkou za ((¢ = ¥) A (¢ = @).

Vezméme napt. posloupnost ((p A ¢) A r). Ta je zkratkou za posloupnost
= ((p A q) == r). Protoze je dédle (p A q) zkratkou za — (p =>— ¢), je pivodni
posloupnost ((p A q) A q) zkratkou za posloupnost = (= (p == ¢) == 1),
kterd jej jiz formuli. Podobné je (p V (¢ V r)) zkratkou za formuli (— p = (-
g=1))a((lpAqVr)jezkratkou za (= (= (p == ¢q)) = r). Uvédomme
si déle, ze protoze (p < 1) je zkratkou za ((p = ¥) A (¥ = ¢)), je také
zkratkou za = ((¢p = ¥) == (Y = ¢)). Jak je z pravé uvedeného ziejmé,
chipeme vztah “byt zkratkou za” mezi posloupnostmi znakt za tranzitivni: je-
li A zkratkou za B a B zkratkou za C, je A zkratkou za C. Nékteré posloupnosti
sestavené ze symbolt jazyka vyrokové logiky a symbold A, V a < jsou zkratkami



za posloupnosti, které jiz neobsahuji A, V, ani <; né€které posloupnosti jsou
zkratkou za posloupnosti, které jsou formulemi. Lze lehce ukazat, Ze posloupnost
A je zkratkou za formuli vyrokové logiky (tj. obsahuje jen spojky = a =), pravé
kdyz je formuli vyrokové logiky podle definice, ktera pfipousti i A, V a & jako
symboly spojek (DO CVICENI). Posloupnosti, které jsou zkratkami formuli,
nejsou samy o sobé formule, pro jednoduchost jim v8ak formule fikat budeme.
Tedy fekneme napiiklad “formule (p A— q)”, piestoze bychom méli spravné fict
“formule, jejiz zkratkou je (p A= q)”.

Poznamka 2.5 (1) Formule vyrokové logiky tedy odpovidaji vyrokim, repre-
zentuji formu vyroku.

(2) Vsimnéme si, ze spravné bychom méli fikat “formule daného jazyka J
vyrokové logiky”. My vSak v ptipadé, ze jazyk J je zfejmy z kontextu, popf. neni
dilezity, budeme fikat pouze “formule vyrokové logiky” nebo jen “formule”.

Poznamka 2.6 (konvence o prehlednéj$im zapisu formuli) Jak zn4a Gte-
nar z aritmetiky, je pro zjednoduseni zapisu a ¢teni uzite¢né vynechavat zavorky
tam, kde neutrpi jednoznacnost ¢teni formule (napf. misto (p = ¢) muZzeme
klidné psét jen p = q). Déle se dohodnéme na prioritach symboli spojek a sym-
boli A, V a <: od nejvétsi po nejmensi je to =, A, V, =, . To ndm umozni
vynechévat zdvorky. Tak nap¥. misto (p A (¢ A r)) miZeme psét jen p A (g A r),
misto (p = ((p A ¢) V1)) jen p = p A ¢ V r apod. (¢tendf jisté konvence
o vynechévéni zdvorek zna, proto je nebudeme rozvadét).

Poznamka 2.7 Formule jsou tedy jisté fetézce nad abecedou (oznac¢me ji X))
sestavajici z vyrokovych symboli, symboll spojek (tj. = a =) a pomocnych
symbolt (tj. zavorek; uvazujme nyni pouze “kulaté” zavorky “(” a «)”). Mnozina
Fml vSech formuli (daného jazyka vyrokové logiky)je tedy jazykem nad abecedou
Y. Tento jazyk je mozné chapat jako jistou algebru, a to nasledovné. Definujme
na mnoziné * vsech fetézci nad X unarni operaci f™ a bindrni operaci f~
predpisem
() = u
7 (u,0) = (u=v)

pro kazdé u,v € ¥*. Je tedy napf. fT(pip2 ™= ¢ =) =7 pip2 = q =,
fflo=q==@=0q, [T(mp~(¢g=)=(=p~(¢=), [T((p=p)~q =
((p = p) == q). Je-li P mnozina vSech vyrokovych symboli, pak Fml je pravé
nosi¢em podalgebry algebry (X*, f7, f=) generované mnozinou P. Skutecné, ...
(DODELAT, je mozné pouzit princip strukturdlni indukce)

Formule byly definoviny tzv. induktivnim (nebo rekurzivnim) zpiisobem.
Kromé toho, ze takovy zptsob ndm umoznil koneénym zptsobem definovat ne-
koneénou mnozinu (mnozina formuli je nekonefnd), umoziiuje ndm navic ele-
gantné dokazovat tvrzeni tvaru “Kazda formule méa vlastnost V”. Lehce lze
totiz nahlédnout, Ze plati nasledujici tvrzeni.

Véta 2.8 (dukaz strukturalni indukci pro formule) Necht V je vlastnost
formuli. Necht plati, Ze



o kaZdy vyrokovy symbol md vlastnost V;

o maji-li formule ¢ a ¥ vlastnost V, pak vlastnost ¥V maji i formule - ¢ a
(b =)

Pak vlastnost V md kazdd formule.

Diikaz. Pouzijeme princip strukturdlni indukce z Véty 7.1. Necht A, B a C (viz
Vétu 7.1) jsou po fadé algebry (X*, f7, ), (Fml, 7, f~) a mnozina P vSech
vyrokovych symbolt (viz Poznamku 2.7). Dokazované tvrzeni je pfimym di-
sledkem Véty 7.1 a faktu, ze (Fml, f7, f=) je podalgebra generovana mnozinou
P. o

(K UVAZE: zavest spec. znaceni pro mnozinu symbolu jazyka)

Priklad 2.9 Ukazme si pouziti dikazu strukturdlni indukci na jednoduchém
prikladé. Chceme dokazat, Ze pocet levych zavorek je v kazdé formuli roven
poc¢tu pravych zavorek. To tvrzeni je téméf ziejmé. Nic to vSak neméni na
faktu, Ze je tieba ho dokézat; dalsi tvrzeni tykajici se formuli jiz nebudou tak
ziejma. Dlikaz strukturdlni indukei pouzijeme nésledovneé: Vlastnost V', o kterou
zde jde, je “mit stejny pocet levych a pravych zavorek”. To, ze kazdy vyrokovy
symbol mé vlastnost V je ziejmé, nebot vyrokovy symbol nemé z4dné zavorky
(tedy mé 0 levych a 0 pravych). Maji-li formule ¢ a ¢ vlastnost V, tj. maji-li
stejny pocet levych i pravych zavorek, pak vlastnost V maji i formule = ¢ a
(¢ = ). Opravdu, ozna¢ime-li pomoci [(A) a r(A) pocet levych a pravych
zavorek v posloupnosti A, pak pomoci indukéniho pfedpokladu (tim je tvrzeni,
ze l(p) = r(p) a () = r(¢)) dostavame I(m @) = U(p) = () = (7 ¢) a
podobné I(p = ) = () + (1) + 1 = r(g) + () + 1 = (¢ = ).

Priklad 2.10 (cviceni) Dokazte strukturdlni indukei, Ze nahradime-li ve for-
muli vyrokové symboly formulemi, dostaneme opét formuli (pfitom jeden vyro-
kovy symbol mtZeme na rtiznych mistech nahradit riznymi formulemi). Stejné
tvrzeni plati, nahrazujeme-li podformule dané formule formulemi (p¥itom pod-
formuli dané formule je formule, kterd je nachazi v dané formuli jako podietézec;
tj. nap¥. formule (p = ¢) = p mé podformule sebe samu, (p = ¢), p a q).

2.3 Zakladni sémantické pojmy

Zatim jsme se vénovali jen tzv. syntaktické strance vyrokové logiky. Vime, co
je to jazyk vyrokové logiky, co jsou to formule. Zatim vSak nevime, co to je
pravdiva formule apod. Formule jsou jisté posloupnosti symbola jazyka, samy o
sobé vsak nemaji zadny vyznam. Pfifazeni vyznamu syntaktickym objektim je
zélezitosti tzv. sémantiky. Pravé sémantikou vyrokové logiky se v dalsim budeme
vénovat.

Definice 2.11 (Pravdivostni) ohodnocent je libovolné zobrazeni vyroko-
vych symbola daného jazyka vyrokové logiky do mnoziny {0,1}, tj. libovolné
zobrazeni e pfitazujici kazdému vyrokovému symbolu p hodnotu e(p) € {0,1}.



Poznamka 2.12 (1) 0 a 1 reprezentuji pravdivostni hodnoty nepravda a pravda.

(2) Vyznam ohodnoceni e muZeme chépat nésledovné: Vyrokové symboly
oznacuji vyroky. Zadame-li ohodnoceni e, pak vyrokovy symbol p oznacuje vy-
rok, ktery mé pravdivostni hodnotu e(p). Na to lze nahlizet dvéma zpusoby.
Za prvé, vyrok oznaceny symbolem p zndme a povazujeme jej za pravdivy (ne-
pravdivy). Pak polozime e(p) = 1 (e(p) = 0). Za druhé, pravdivostni hodnotu
vyroku oznac¢eného symbolem p nezndme. Polozime-li pak e(p) =1 (e(p) = 0),
omezujeme se na situace, kdy vyrok oznaceny symbolem p je pravdivy (napf.
kdyZ nas zajimé, co vyplyva z pravdivosti zmitiovaného vyroku apod.).

Je-li dano ohodnoceni e, muzeme fici, co je to pravdivostni hodnota for-
mule. Pravdivostni hodnota libovolné formule je pravdivostnim ohodnocenim
jednoznacné urcena a je definovana nasledovné.

Definice 2.13 Necht je ddno ohodnoceni e. Pravdivostni hodnota formule ¢
pfi ohodnoceni e, oznac¢ujeme ji ||¢|., je definovana nasledovné:

e |Iplle = e(p) pro vrokovy symbol p;

o || »¢lle = 1 pokud [lgfle = 0, | = @[l = 0 pokud [pfle = 1; a [[(¢ =
¥)lle = 1, pokud [[¢]le = 0 nebo [[¢]le =1, [[(¢ = ¥)[lc = 0 jinak.

Je-li ||¢lle =1 (]l¢lle = 0), Fikame, Ze formule ¢ je pfi ohodnoceni e pravdiva
(nepravdivd). Uvédomme si, Ze nemd smysl Fici “formule ¢ je pravdivd” nebo
“nepravdiva” (musime Fici, pfi jakém ohodnoceni!).

Poznamka 2.14 Lehce je vidét (ovéite si), ze |[(¢ A v¥)|le = 1, pravé kdyz
lelle =1 a |[¥)le =1 (a tedy [|[(¢ A ¥)|le = 0 jinak, tj. pokud ||¢|le = 0 nebo
[Plle = 0); (¢ V P)lle = 1, pravé kdyz [¢lle = 1 nebo [|[¢fle = 1 (a tedy
I( V ¥)[le = 0 jinak, tj. pokud [[¢fle = 01 [[¢[le = 0); I(¢ A ¥)[le = 1, pravé
kdyZ [[olle = [[4]e-

ALTERNATIVNE: zadavani pravdivostnich funkci logickjch spojek tabul-
kou:

a|ﬂa —>|01
0 1 01 1
110 111 0

Definice 2.15 Formule se nazyvd tautologie ( kontradikce ), je-li pii kaz-
dém ohodnoceni pravdiva (nepravdivd). Formule se nazyva splnitelnd , je-li
pri néjakém ohodnoceni pravdiva.

Je-li ¢ tautologie, piSeme také = ¢, popt. ||¢| = 1. Zjistit pravdivostni
hodnotu formule pfi daném ohodnocenti je snadné, lze to provést primo z definice.
Zjistit, zda je formule tautologii, kontradikci, popf. splnitelna, vsak dle definice
znamend zjistit jeji pravdivostni hodnotu (v nejhor$im piipadé) pro vSechna
ohodnoceni. Diky néasledujicimu tvrzeni to vSak neni nutné.

Je-li ¢ formule vyrokové logiky, piSeme také ¢(p1,...,pn), chceme-li zdtraz-
nit, ze vSechny vyrokové symboly vyskytujici se v ¢ jsou mezi p1,...,pn (.
zaddny jiny vyrokovy symbol nez néktery z pi, ..., pn se v ¢ nevyskytuje).
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Lemma 2.16 Plati-li pro ohodnoceni e a €', Ze e(p1) = €' (p1), ..., e(pn) =
€' (pn), pro kazdou formuli o(p1,...,pn) plati ||@|le = ||l©lle -

Priklad 2.17 Dokazte pfedchozi lemma strukturdlni indukei (lemma je témér
zfejmé, procvicite si vSak strukturdlni indukei).

Jinak feceno, pravdivostni hodnota formule zavisi jen na tom, jaké hodnoty
prifazuje dané ohodnoceni vyrokovym symbolim, které se ve formuli vyskytuji.
Pro n vyrokovych symbold py, . . . , p, existuje pravé 2" ruznych ohodnoceni sym-
bolt p1, ..., pn (kazdému p; se pfifazuje 0 nebo 1). Tyto Gvahy jsou zdkladem
tzv. tabulkové metody pro zjisténi pravdivostnich hodnot formule: Tabulka pro
formuli, kterd obsahuje n vyrokovych symboli, mé 2" radki, kazdy rfadek od-
povid4 pravdivostnimu ohodnoceni, na konec kazdého fadku (tj. do posledniho
sloupce) zapiSeme pravdivostni hodnotu formule pfi odpovidajicim ohodnoceni
(viz pfednasky). Formule je tautologii (kontradikci, splnitelnou), pravé kdyz
ji odpovidajici tabulka pravdivostnich hodnot mé v poslednim sloupci samé 1
(samé 0, aspoi jednu 1).

Priklad 2.18 Napf. p V- p je tautologie, p A= p je kontradikce, p V ¢ je
splnitelnd (kterd neni tautologii).

Definice 2.19 Formule ¢ sémanticky plyne z formule ¢ (znaéime ¢ = 1),
jestlize ¢ je pravdiva pri kazdém ohodnoceni, pti kterém je pravdiva . Pokud
sémanticky plyne z ¢ a naopak, fikame, ze ¢ a 1 jsou sémanticky ekvivalentni.
Obecnéji, ¥ sémanticky plyne z mnoziny T formuli (znaéime T = ), je-li ¢
pravdiva pii kazdém ohodnoceni, pii kterém je pravdiva kazdéa formule z T

Poznamka 2.20 Pravé zavedené pouziti symbolu |= je v souladu s dfive zave-
denym | ¢ pro oznaceni faktu, Ze ¢ je tautologie. Skuteéné, chipeme-li = ve
smyslu sémantického vyplyvani a chdpeme-li dale = ¢ jako § = ¢, pak = ¢
znamend, ze pro kazdé ohodnoceni e plati, ze je-li pfi e pravdiva kazda formule
z () (z4dn4 takovd ale neni), pak je pfi e pravdivd také ¢. To v8ak znamend, ze
pro kazdé ohodnoceni e je formule ¢ pravdiva.

Ke kazdé formuli vyrokové logiky existuje s ni (sémanticky) ekvivalentni for-
mule, kterd je ve tvaru Uplné konjunktivni normalni formy (iplné disjunktivni
normdlni formy); viz pfednasky (literdl je vyrokovy symbol nebo jeho negace;
uplné elementarni konjunkce (disjunkce) na danou mnozinou V' vyrokovych sym-
bolt je konjunkce (disjunkce) literald, ve které se kazdy vyrokovy symbol z V
vyskytuje pravé v jednom literalu; uplna disjunktivni (konjunktivni) normalni
forma (nad V) je disjunkce (konjunkce) tplngch elementarnich konjunkei (dis-
junkei) (nad V); konstrukce UDNF dané formule ¢: z tabulky pravdivostnich
hodnot ¢ se vyberou fadky, pro které je formule pravdiva a pro kazdy takovy
Fadek se vytvori iplna elementarni konjunkce takto: pro kazdy vyrokovy symbol
p formule ¢ se vytvori odpovidajici literal, pritom mé-li p v ohodnoceni piislus-
ném tomuto fadku hodnotu 1, je tim literdlem pfimo p, méa-li hodnotu 0, je tim
literalem — p; takto vybrané literaly se spoji konjunkci; takto vytvorené kon-
junkce se spoji disjunkci — zdivodnéte, pro¢ takto skuteéné vznikne formule
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ekvivalentni ptvodni formuli ¢; dudlné se vytvori uplnd disjunktivni normalni
forma).

Priklad 2.21 Zjistéte, zda formule ¢ sémanticky plyne z ¢: (a) p je (p A q) V 7,
Yviep=(qVr);(d) i (pPAq Vr i p= (¢ V=r). Refeni: V prvnim
pfipadé ano, ve druhém ne.

Priklad 2.22 (1) Presvédcéte se, Ze je-li ¢ E ¢ a ¢ = x, pak ¢ | x. [feSeni:
jednoduchou tvahou: mame ukazat ¢ = x; necht e je ohodnoceni pii kterém
je ¢ pravdiva; dle pfedpokladu ¢ = ¢ je pfi e pravdivd také ¢, a tedy dle
predpokladu ¢ |= x je pfi e pravdiva také x, coz jsme méli ukazat].

(2) Dokazte, ze pro libovolnou mnozinu 7' formuli a formule @, 1) plati

T, = ¢ pravé kdyz T | ¢ = .

To je sémantickd podoba tzv. véty o dedukei (viz pozdéji). Pfitom T, ¢ znamena
T U{¢} (tato dohoda se v logice pouziva ¢asto). [Dikaz je velmi snadny, staci
si rozmyslet, co méame dokdzat: FeSeni: Pfedpokldadejme T, = 1 a dokazme
T | ¢ = 1. Mame tedy dokazat, Ze je-li e ohodnoceni, pfi kterém jsou pravdivé
vsechny formule z T, je pii e pravdiva i formule ¢ = 1. Kdyby ale pfi e nebyla
pravdiva formule ¢ = 1, musela by byt pifi e ¢ pravdiva a 1 nepravdivd (z
definice pravdivostnich hodnot implikace). Je-li ale pii e pravdivé ¢ i vSechny
formule z T, pak je dle pfedpokladu T, ¢ |= ¢ pravdiva i 4, coZz je spor s tim,
ze 1 je nepravdiva. Naopak, predpokladejme T = ¢ = 1) a dokazme T, ¢ = 9.
Mame dokéazat, Ze je-li e ohodnoceni, pfi kterém je pravdiva ¢ i vSechny formule
z T, je pfi ném pravdiva i ¥. Dle pfedpokladu je ovSem pii e pravdiva i ¢ = 1
a protoZe je pfi e pravdiva i ¢, je pfi e pravdiva i 1, coz jsme méli dokazat.|

2.4 Axiomaticky systém vyrokové logiky

Idea axiomatického systému: V kazdodennim zivoté se dobirdme dalsich véci
nasledovné: Vyjdeme z toho, co vime nebo co predpokladame a pouzitim usu-
zovani (i v bézném zivoté fikdme “logicky spravného usuzovani”) odvozujeme z
predpokladii nové a nové zavéry. Snaha pfijit na kloub tomu, jak vlastné ¢lovék
usuzuje, provazi ¢lovéka po staleti. Uvédomme si, Ze zejména z pohledu infor-
matiky je otazka, jak ¢loveék usuzuje, zcela zasadni. Predstava, ze do pocitace
“nasypeme” to, co vime nebo predpokldddme (o né&jaké oblasti, kterd nas za-
jim4), a ze pocita¢ ndm pomoci algoritmizovaného (automatizovaného) postupu
usuzovani nabidne zavéry, je totiz velmi ldkava (i kdyZ se o tom v tomto textu
nedozvime, podotknéme, ze tato problematika patii mezi podrobné studované
otézky teoretické informatiky, které maji aplikaci v umélé inteligenci, tzv. logic-
kém programovani; jak jisté ¢tenar uzna, tyto otazky maji sviij puvab a zcela
zésadni charakter i z hlediska filozofického (mohou poéitace myslet?)).

Otéazka po podstaté usuzovani, které v bézném zivoté nazyvame logicky
spravnym, je zakladni otdzkou matematické logiky. V logice postupujeme pfi
formalizaci vySe uvedeného nésledovné:
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To, co vime nebo predpokladame, se nazyva axiomy, popt. predpoklady
(pfedpokladame vzdy vyroky, tj. tvrzeni, a ty jsou v logice reprezentovany for-
mulemi, axiomy jsou tedy formule). Elementarni tisudkovy krok je realizovin
pomoci tzv. odvozovaciho (inferenéniho) pravidla (to je tvaru “z formuli tvaru
toho a toho odvod formuli tu a tu”). Zaznam odvozovéni, provedeny tak, ze
za sebe napiSeme tvrzeni (formule), ke kterym se postupné dobirdme tak, Ze
za¢neme predpoklady (axiomy) a pokracujeme tvrzenimi (formulemi), které z
predchozich tvrzeni (formuli) plynou pomoci elemenntérnich asudkovych kroki
(odvozovacich pravidel), nazyvame ditkaz. Tvrzeni povazujeme za zdvodnitelné
(dokazatelné) z dané mnoziny predpokladt (axiomil, popi. dalsich dodateéngch
predpokladt), pokud k nému existuje diikaz. Takto navrzeny formalni systém
potom nazyvame axiomatickym systémem.

V nésledujicim uvedeme jeden konkrétni axiomaticky systém vyrokové logiky
a prozkouméame jeho vlastnosti. Axiomaticky systém maé axiomy a odvozovaci
pravidla.

N4&s axiomaticky systém mé za axiomy jakékoli formule, které jsou nékterého
z nasledujicich tvard (tzv. axiomovych schémat):

o= (V=9 (1)
(p=W=x)={r=9)=(p=x) (2)
(m=m9) = (p=1). (3)

Nas axiomaticky systém méa dale jedno odvozovaci pravidlo nazyvané modus
ponens (MP, pravidlo odlouceni), které iika

z formuli ¢ a ¢ = ¥ odvod .

Rekneme, e formule je axiomem, jestlize vznikne z nékterého z axiomo-
vych schémat (1)—(3) nahrazenim symboli ¢, 1, x po fadé n&jakymi formulemi
01, 603,03. Tedy napt. = (p = p) = (—np == (p = p)) je axiom, nebot vznikne
z (1) nahrazenim ¢ a ¢ po fadé formulemi = (p = p) a = p.

Definice 2.23 Dikaz formule ¢ z mnoziny T formuli je libovolna posloupnost
©1,---,¥Yn, pro kterou plati, ze @, = ¢ a kazda p;

e je axiomem
e nebo je formuli z T

e nebo plyne z predchozich formuli dikazu pomoci odvozovaciho pravidla
MP (tj. existuji j,k < i (1 < j <n,1 <k <n)tak ze ¢ je formule
Pj = pi)-
Formule se nazyvd dokazatelnd z T, existuje-li dikaz této formule z T' (za-
pisujeme T+ ¢, popf. jen b ¢, je-li T prazdnd mnozina).

Poznamka 2.24 (1) Mame tedy pfesny pojem dikazu v nasem axiomatickém
systému (pojem dikazu se tak pfendsi z dGrovné intuice na pfesnou formélni
arovetl).
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(2) Mame dva pojmy vyplyvani formule z mnoziny formuli: sémantické vy-
plyvani (T | ¢) a syntaktické vyplyvani (T F ¢). Jak spolu souvisi, uvidime
pozdéji (viz véta o tplnosti).

(3) Specialné mame dva pojmy platnosti formule: = ¢ oznacuje platnost ¢
v sémantickém smyslu (pravdivost), F ¢ oznacuje platnost ¢ v syntaktickém
smyslu (dokazatelnost).

Pojem dikaz je matematicky objekt (formdlni pojem), se kterym lze praco-
vat jako s kazdym jinym matematickym objektem. Ukazme to na nésledujicim
pozorovani.

Pozorovani 2.25 Pro kaZdou mnoZinu T formuli a formule @, plati, Ze z
THeo=vY aTt ¢ plyne T F 1.

Dikaz. Mame tedy dokazat, Ze jsou-li z T dokazatelné formule ¢ = 1 a , pak
je z T dokazatelnd i formule 1. Jsou-li vSak z T' dokazatelné formule ¢ = 1 a ¢,
znamena to, Ze existuje dtikaz (tj. posloupnost formuli spliiujici podminky toho,
aby byla dikazem) xi,..., X, formule ¢ = ¥ z T (tj. x je formuli ¢ = ) a
Ze existuje dikaz 01, ..., 0, formule ¢ z T (tj. 0,, je formuli ¢). Nyni vSak staci
vzit posloupnost x1,...,Xn,01,---,0m,»—ta je totiz dukazem formule ¢ z T'.
Abychom se o tom pfesvédcili, sta¢i ovérit podminky z definice pojmu dikaz.
Vezméme libovolnou formuli uvazované posloupnosti. Pak je to bud formule
Xi (pro néjaké i) nebo formule 6; nebo formule ¥. V prvnim p¥ipadé (je to
Xi) uvazujme takto: protoZze posloupnost x1, ..., xn je dikazem, je x; axiomem
nebo je formuli z T' nebo plyne z néjakych pfedchozich x;, xx pomoci MP. Ve
druhém pfipadé uvazujme podobné. Ve tretim pripadé plyne uvazovana formule
(je to ¢) pomoci MP z formuli x,, (coz je ¢ = ) a 8, (coz je ). Vidime tedy,
ze posloupnost x1,...,Xn,01,...,0m, ¥ je dikazem ¢ z T, tj. T . O

Definice 2.26 Mnozina T formuli se nazjva spornd (nekonzistentni), jestlize
z ni je dokazatelnd kazda formule. Neni-li T spornd (tj. existuje formule, ktera
neni z T' dokazatelnd), nazyva se bezespornd (konzistentni).

Ukazme nékteré dokazatelné formule a priklady dukazu.

Véta 2.27 Pro kazdou formuli ¢ plati b ¢ = ¢ (tj. formule ¢ = ¢ je dokaza-
telnd v nasem aziomatickém systému,).

Diikaz. Mame ukédzat, ze existuje diikaz (z prazdné mnoziny T'), jehoZ poslednim
prvkem je ¢ = . Diikazem je napf. posloupnost formuli

v = ((p = ¢) = ¢) [1. formule dikazu, tato formule je axiomem dle (1)]

(e=((p=9)=9) = (¢=(¢=9) = (¢= ) [2 formule dikazu,
tato formule je axiomem dle (2)]

(¢ = (p = ¢)) = (¢ = @) [3. formule dukazu, tato formule vyplyva z
pfedchozich dvou pomoci MP)]
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© = (p = ¢) [4. formule dikazu, tato formule je axiomem dle (1)]
© = @ [5. formule diikazu, dokazovana formule, vyplyvéa ze dvou pfedchozich
formuli pomoci MP)]. ]

Nasledujici véta umozinuje mimo jiné zkracovat dikazy.
Véta 2.28 (o dedukci) Pro kaZdou mnoZinu T formuli a formule v, plati
T,p b prave kdyz T = ¢ = .

Dikaz. “<":Piedpokladame-liT F ¢ = 1, je tim spise T, ¢ - ¢ = 1. Pouzitim
MP okamzité dostavame T, ¢ - 1.

“=7: Necht T, ¢ I 1, tj. existuje ditkaz 91, . . ., 1, formule ) z T, ¢ (¢, = ).
Indukci dokazeme, ze T+ ¢ = 1; plati proi =1,...,n, z ¢ehoz plyne pozado-
vany vztah (je specidlnim pfipadem pro ¢ = n). Vezmeéme tedy i € {1,...,n} a
predpokladejme, ze pro kazdé j < ¢ je T + ¢ = 1; (indukéni pfedpoklad). Do-
kazeme, ze T F ¢ = 1);. Podle definice dikazu mohou nastat pouze nasledujici
pripady:

e ; je axiom nebo formule z T'. Pak je posloupnost formuli
Yi = (¢ = ;) [axiom typu (1)]
1; [podle pfedpokladu axiom nebo formule z T']
© = 1; [pouziti MP)]
ditkazem formule ¢ = ; z T'.

e 1; je formuli . Pak T F ¢ = 1; plyne z Véty 2.27.

e 1); plyne z pfedchozich formuli ¢;, ¥, = ¥; = 1; (4, k < i) pomoci MP. Dle
indukéniho predpokladu existuje dikaz o, ...,v; z T a dikaz 3,...,9%; =
; z T'. Pfidame-li k posloupnosti «, ..., 95, 5,...,%; = ¢; formule

(o = (5 = i) = ((¢ = ¥;) = (¢ = ) [axiom typu 3]
(p = v¥;) = (p = ;) [pouziti MP]

© = 1; [pouziti MP],

dostaneme dikaz formule ¢ = ¥; z T

Dikaz je hotov. m]

Poznamka 2.29 V situacich, kdy méme ukézat, ze plati T F ¢ (tj., ze z T je
dokazatelné ), budeme postupovat dvéma zpusoby (jde nam ted zejména o to,
jak pfehledné zapisovat argumenty prokazujici T'F ¢).

Prvni zpiisob: Budeme postupné vypisovat formule (spolu se zdtivodnénim
a komentdrem), které tvori, tak jak jsou uvedeny za sebou, diikaz formule ¢ z
T. Timto zptisobem postupujeme v dikazu Véty 2.27.

Druhy zptisob: Tvrzeni T + ¢ dokadzeme tak, ze uvedeme posloupnost po-
stupné zdvodnovanych tvrzeni tvaru T; b ¢;, pfiCemz poslednim bude dokazo-
vané tvrzeni - ¢ (tj. T; = 0 a p; = ¢). Timto zptisobem postupujeme v dikazu
Véty 2.31.
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Priklad 2.30 Ukazme pouziti véty o dedukci. Ukazme, ze jestlize T ¢ = 1
aT kY= x,pak TF ¢ = x (tomuto tvrzeni fikdme princip tranzitivity
implikace). Skute¢né, mame T, F ¢ (dle véty o dedukci aplikované na T +
¢ = 1), dale T, p F x (pouzitim MP), a kone¢né T + ¢ = x (véta o dedukci
pouzitd na T, ¢ F x).

Nasleduji uzitecné dokazatelné formule a vztahy.
Véta 2.31 Pro formule o, plati

o o= (p=19),

o Py =y,

o Fyp=mmy,

eF(p=v)= (Y =m9),

chp= (Y =m(p=19)

Diikaz. Uvedend tvrzeni jsou tvaru F ¢. Kazdé z nich dokazeme tak, ze uvedeme
posloupnost postupné zdivodiiovanych tvrzeni tvaru T; - ¢;, pficemz poslednim
bude dokazované tvrzeni - ¢ (tj. T; = 0 a p; = ).

P = (o =)

Fop = (w4 = ) [axiom (1): formule = ¢ = (= ¢ == ¢) je instanci
axiomu (1); F ¢ plati pro kazdy axiom ]

(v = ) = (p = ) [axiom (3)

F- ¢ = (¢ = ) [princip tranzitivity implikace pouzity na vySe uvedena
tvrzeni).

o = @7

Fom o = (7 @ == ) [pravé dokdzané tvrzeni: pouziti pravé dokdzaného
tvrzeni pro ¢ :=-= ¢, 1) 1= ]

= b (7 == ) [véta o dedukei: pouziti véty o dedukei pro T := (),
p =, 1= (7 = )]

(=T p) = (7 = @) [axiom (3)]

@ B = @ [MP (resp. Pozorovani 2.25) pouzité na predchozi dvé
tvrzeni]

= b ¢ [véta o dedukci a fakt, Ze == ¢ = @ je ekvivalentni = p, =n p -

¢]
= = ¢ [véta o dedukei]

“ © =1 QO”Z

F=-nm o = o [pFedchozi tvrzeni]

F (v = ) = (p = ) [axiom (3)]
F @ = [MP]

Flo=vY)= (Y ==9):
Fom o = ¢, b 1) =7 4 [pfedchozi tvrzeni]
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(¢ = ¢) F (mm ¢ == 1) [princip tranzitivity implikace (dvakrat)]
(=) = (7 ) =) [axiom (3)]

(p =) (=1p == p) [MP]

F(p= 1) = (m1p =) [véta o dedukci]

‘Co= (Yo=Y
0,0 = 1P [MP]
o F (o =1) =1 [véta o dedukci]
o ((p=1v)=1= (== (p=1))) [pfedchozi tvrzeni]
pbEmp = (p=1)) [MP]
Fo==1%= (p=1)) [véta o dedukci]
O

Jsou-li p formule, p1,...,p, po dvou ruzné vyrokové symboly a ¢1,..., @,
formule, oznac¢ime symbolem ¢(p1/¢1, ..., Pn/@n) formuli, kterd vznikne z for-
mule ¢ nahrazenim v8ech vyskytt symbolu py, .. ., p, po fadé formulemi o1, . . ., ©,.
Je z¥ejmé, ze ©(p1/¢1, ..., Pn/Pn) je skuteéné formule.

Véta 2.32 (o nahrazeni) Pro libovolné formule o, 1, ..., ¢n a libovolné po
dvou rizné vyrokové symboly pi1,...,p, plati, Ze z & w(p1,...,pn) plyne E
e(P1/¢1,- -3 P/ on).-

Dikaz. Dukaz je jednoduchy. Predpokladejme, ze | . Je-li 04, . .., 0; dikaz for-
mule ¢ (tj. 0; = @), staci dokdzat, ze 01 (p1/@1, .-, Pn/On)s - 01(P1/ 01, -, Pn/Pn)
je také diikazem (to ovéfime), a sice diikazem formule @ (p1 /@1, ..., Pn/on) (to je
Zf'ejmév protoie gl = 50) Zb},’Vé tedy ukézat, ze 91 (P1/<P17 s 7pn/50n)ﬂ ey 91(171/9017 s 7pn/50n)
je dikaz. Musime ovérit, ze uvedend posloupnost formuli spliiuje podminky de-
finice dikazu. Uvazujme libovolny ¢len 0;(p1/¢1, ..., pn/n) této posloupnosti.
Protoze puvodni posloupnost 61, ..., 6; je dikazem, nastavaji pro 6; nasledujici
dvé moznosti.

Prvni: 0; je axiom. Pak je ale axiomem také 0;(p1/¢1,...,pn/on) (Proc¢?).
Druha: 60; vznikne pouzitim MP na néjaké 0,0y, j,k < i. Pak ale vznikne
0i(p1/¢1,- -, Pn/n) pouzitim MP na 0;(p1/¢1,- -, pn/Pn) a0k (p1/¢1, - - s Pn/Pn)

(proc?).
Vidime tedy, ze kazdy ¢len 0;(p1/¢1, - - ., pn/en) je bud axiomem nebo vznikne
pouzitim MP na predchézejici ¢leny, a tedy uvedend posloupnost je dikazem. O

Poznamka 2.33 Véta 2.32 tedy fik4, Ze je-li ¢ dokazatelnd formule, jejiz vSechny
vyrokové symboly jsou mezi p1, ..., p,, pak nahradime-li vSechny vyskyty sym-
bolt p; formulemi ;, takto vznikld formule o (p1/@1, ..., pn/on) je také dokaza-
telnd. Vsimnéme si, ze plati i obecnéjsi tvrzeni: Jsou-li g1, ...,qx € {p1,...,Pn}
vyrokové symboly, které se vyskytuji v ¢ (ale nemusi to byt vSechny, ¢ mtize ob-
sahovat i jiné nez ¢;), pak nahradime-li vSechny vyskyty proménnych g1, ..., ¢
po fadé formulemi ¢q,..., ¢, a oznadime-li takto vzniklou formuli 1, pak z
dokazatelnosti ¢ plyne dokazatelnost ¢. Pro¢ tomu tak je? [ndpovéda: Ve for-
muli ¢(p1/@1,- .., 0n/en) mohou byt nékteré ; rovny piimo p;, a tedy jako by
probihala substituce jen za nékteré p;]
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Véta 2.34 (o ekvivalenci) Vznikne-li formule ¥ a formule ¢ nahrazenim je-
Jich podformuli p1, ..., p, po Tadé formulemi i, ..., Y., pak

01 = V1,1 = P15, Xn = PnsUn = on B o =,

Z & @ tedy plyne o1 = 1,91 = ©1,...,Xn = ©n,¥n = ©n =Y.

Diikaz. Viz prednasky. |

Véta 2.35 (o dukazu sporem) Pro teoris T a formule ¢ a ) je T F ¢, pravé
kdyz T, = o = (¥ = 9).

Dikaz. “=": Pfedpokladejme T . Mame
Fop = (p == (Y = 4)) [Véta 2.31]
T, ok (p==(=1)) [véta o dedukci]
T, @ b= (1 = ¢) [MP na pfedchozi vztah a na pfedpoklad T+ ¢].

“<”: Predpoklddejme T, = ¢ F= (¢ = ¢)). Mame

TE= o= (¢ = 1) [véta o dedukci]

g (= )] = (@ = ) = ] [axiom (3)]

T (= ) =  [MP)

- = 4 [Véta 2.27)

Tt o [MP]. o

Véta 2.36 (o dukazu rozborem p¥ipadu) Pro teorii T a formule ¢, 1, x
plati T, V p = x praveé kdyz T,p - x a T,¥ F x.

Diikaz. Predpoklddejme T, V ¢ b x, tj. T,= ¢ = ¢ F x. Mdme ¢ = (-
v = 1) (Véta 2.31), pouzitim MP tedy T, ¢ F= ¢ = 1, coz ddle s pouZzitim
predpokladu T, = ¢ = ¢ - x dava T, ¢ I x. Fakt T, F x dostaneme obdobné
pouzitim ¢ = (= ¢ = ) (axiom (1)).

Predpokladejme T, p - x a T, - x. Mame

TF ¢ = x [véta o dedukci]

T+ ¢ = x [véta o dedukci]

TF(p=x)= (mx=7¢) [Véta 2.31]

TF=x == ¢ [MP]

T,~ ¢ =1 k= x = x [princip tranzitivity implikace: mame T - x = ¢,
v pfedpokladu = ¢ = ¢, T F ¢ = x|

Fox = (mx == (=x=x)) [Véta 2.31 pouzitd na = y a x]

Fox == (= x = x) [3x véta o dedukci (dvakrat pfesun vlevo, jednou
vpravo)]

(m x = x) = x [axiom (3) a MP na pfedchozi dokazatelnost]

T,~ ¢ =1 F x [MP na pfedchozi],

¢myz je tvrzeni dokdzané, nebot ¢ V 9 je zkratkou za - ¢ = 1. |
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Véta 2.37 (o neutralni formuli) Pro teoris T a formule ¢ a ¥ plati T + 1,
prave kdyz T, o= aT,~ o F .

Diikaz. Podle Véty o dikazu rozborem ptipadu je T, V= ¢ = 9, pravé kdyz
T,ptF v aT,~ ¢k Y. Dale vsak plati, ze T, V= ¢ - 9, pravé kdyz T + o
(nebot ¢ V= ¢ je zkratkou za m ¢ == ¢, coz je dokazatelnd formule dle
Véty 2.27; pro dokazatelnou « je vzdy T,« F (3, pravé kdyz T + (), a tim je
dikaz hotov. ]

Vidéli jsme formule, které jsou v nasem axiomatickém systému dokazatelné.
V nésledujicim se lehce presvédéime, Ze kazda dokazatelnd formule je tautologii.
Vznikd otazka, zda také naopak je kazda tautologie dokazatelna. Uvidime, Ze
ano (a uvidime i vice). Jinymi slovy, nase axiomy a odvozovaci pravidlo (oboji
je velmi jednoduché) jsou zvoleny tak vhodné, Ze umoziuji dokizat vSechny
tautologie, ale zadné dalsi formule (tj. formule, které jsou nékdy nepravdivé).

Véta 2.38 (o korektnosti) Pro libovolnou mnoZinu T formuli a formuli ¢
plati, Ze je-li T & ¢, pak T |= . Specidlné tedy, kazda dokazatelnd formule je
tautologii.

Diikaz. Nejprve pro T = (). Kazdy axiom je tautologie (pfesvédéte se napt.
tabulkovou metodou). Déle plati, Ze jsou-li ¢ a ¢ = 1) tautologie, je i 1) tauto-
logie (je ihned vidét, ovéfte). Indukei tedy dostavame, Ze kazdy ¢len dikazu je
tautologie. Tedy kazda dokazatelnad formule je tautologie.

Je-li T # 0, pak z T - ¢ plyne, Ze pro n&jaké ¥1,..., 9%, € T je ¥1,..., 0, F
©. n-ndsobnym pouzitim véty o dedukci odtud dostaneme F ¢ = (¢ =
(- (Yn = @) ---)), z dehoz dle vise dokézaného plyne = 11 = (g = (- (thn =
©) - +)). Nyni n-ndsobné pouzijeme “sémantické verze” véty o dedukci (viz P¥i-
klad 2.21) a dostaneme 1)1, ..., %, = ¢, z éehoz plyne (uvédomte si pro¢) T |= .
O

Pted dukazem véty o uplnosti zavedeme nasledujici znaceni. Pro formuli ¢
a ohodnoceni e je
o = { ¢ pokud [[¢fe =1
= pokud |[pflc =0.

Lemma 2.39 Pro libovolnou formuli ¢, kterd neobsahuje jiné virokové symboly
nez p1,...,Pn, plati
ST e el

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme indukei ptes slozitost formule .

Necht ¢ je vyrokovy symbol p. Pak je tvrzeni ziejmé.

Necht tvrzeni plati pro . Ukazme, Ze pak plati i pro = ¢, tj. ze p§,...,pS F
(= ¢)°. Rozlisme dva pfipady, [|¢|lc =0 a ||¢|le = 1. Pro ||¢]le =0 je ¢ =7 ¢
a (m ¢)® == ¢. Pozadované tvrzeni p§,...,p¢ F (= ¢)¢ tedy pfimo plyne z

19



predpokladu. Pro [[¢|le = 1 je ¢ = ¢ a (= ¢)¢ === ¢. Podle pfedpokladu
je tedy pf,...,p% F ¢ a mame dokazat pf,...,pf F==m . To vSak plyne z
DY, P pazt o= (viz Véta 2.31) pomoci MP.

Necht tvrzeni plati pro ¢ a 1. Ukazme, ze pak plati i pro ¢ = 1, tj. Ze
g, ..., 0% F (p = 1)°. Mohou nastat nasledujici pfipady:

o [[plle = 0: Pak je o = ¢lle = 1, tedy (¢ = ¢)° = ¢ = 2. Podle
pfedpokladu mame pg, ..., p¢ = . Podle Véty 2.31 je Fn o = (¢ = ),
odkud pomoci MP dostaneme pozadované p5,...,ps F ¢ = 1.

e ||¥|le = 1: Pak je ||l = 9]l = 1, tedy opét (¢ = ¥)¢ = ¢ = 1. Podle
predpokladu mame p$,...,pS F ¢. Z (1) a MP dostaneme poZadované
DS, ..., p5 F =1

o [l¢lle = 1 a gl = 0: Pak [ = [l = 0, tedy (¢ = ¥)* == (¢ =
¥). Podle ptfedpokladu je p§,...,p% F ¢ a pf,...,pS F= . Pouzitim
Véty 2.31 (posledni uvedena dokazatelnost) a dvojnasobnympouzitim MP
dostaneme pozadované p$,...,pS F (¢ = ).

Véta 2.40 (o aplnosti, slaba verze) Pro libovolnou koneénou mnoZinu T for-
muli a formuli ¢ plati, Ze 2z T = ¢ plyne T + . Specidlné, kaZdd pravdivd
formule je dokazatelnd.

Diikaz. Tvrzeni dokézeme nejdiive pro pripad T = ). Necht tedy = ¢. Pro
kazdé ohodnoceni e tedy plati ¢ = ¢ (protoZe podle predpokladu je |||l = 1).
Jsou-li p1, ..., pn vSechny vyrokové symboly z ¢, je tedy dle Lemma 2.39

€ € €
plap27 e 7pn '_ 90
UvaZzujme nyni ohodnoceni €', které se o e lisi pravé v hodnoté, kterou prifazuje

symbolu p;. Predpokladejme, Ze e(p1) = 1 a ¢/(p1) = 0 (pfipad e(p1) = 0 a
e’'(p1) = 1 se oSetii symetricky). Dle Lemma 2.39 je opét

PLsDy s Py B
Protoze je viak podle predpokladu p§ = p$ ,...,pS = p& , pS = p1 a p = py,

dostavame
plapgv s 727% F ®.

- phPSv s 7p$1 l_ ®,
odkud podle Véty 2.37 mame

D5, ..., D5 .
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Opakovanym pouZzitim pravé provedené tvahy postupné dostaneme

D3y D e
azZ po
pnte
a nakonec
F .

Necht nyni T' = {1, ..., ¢n}. Podle sémantické verzi véty o dedukei dosta-
nemez T = o, 7e = 1 = (- (pn = ¢)). Odtud podle préavé dokazaného plyne
F o1 = (- (pn = ¢)), odkud dostavdme pomoci véty o dedukci 1, ..., ¢, F @,
tj. pozadované T' | . O

Pro dtkaz tzv. silné verze véty o Uplnosti (ta se neomezuje na kone¢né T')
potfebujeme nasledujici vétu.

Véta 2.41 (o kompaktnosti) (1) MnoZina T formuli je splnitelnd, prdvé kdyz
je splnitelnd kazdd konecnd podmnoZina mnoZiny T. (2) Pro kaZdou formuli ¢
je T |= ¢, pravé kdyz existuje konecnd S C T tak, Ze S = .

Dikaz. (nebude u zkousky poZzadovén) O

S pouzitim Véty 2.41 snadno dokazeme nasledujici vétu.

Véta 2.42 (o tplnosti, silna verze) Pro libovolnou mnoZinu T formuli a for-
muli ¢ plati, Ze zT = ¢ plyne T F .

Dikaz. Je-li T | ¢, pak dle Véty 2.41 (2) existuje konecna S C T tak, zZe
S | ¢. Podle Véty 2.40 je S+ ¢, a z toho samoziejmé plyne T F . a

Uvédomme si, ze Véta o Uplnosti je velmi netrividlni tvrzeni: Z toho, ze
néjaka formule mé pfi vSech (intuitivné zcela pfirozené definovanych) moznych
ohodnocenich pravdivostni hodnotu 1 plyne, Ze je dokazatelna pomoci tii (jedno-
duchgch a intuitivné pfijatelnych) axiomi a jednoho (jednoduchého a intuitivné
pfijatelného) odvozovaciho pravidla. Pojem pravdivého tvrzeni, tak jak je for-
malizovan v ramci vyrokové logiky, je tedy plné syntakticky charakterizovatelny
(a navic velmi jednoduchym ztsobem).

Nasledujici véta ukazuje dalsi vztah dvojice pojmt, jednoho sémantického
(splnitelnost) a druhého syntaktického (bezespornost), které spolu na prvni po-
hled nesouvisi.

Véta 2.43 MnozZina T formuli je splnitelnd, pravé kdyz je bezespornd.
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Drikaz. Necht je T splnitelnd. Pak existuje ohodnoceni e, ve kterém jsou prav-
divé vSechny formule z T'. Kdyby byla T spornd, pak by pro libovolnou formuli ¢
byloT F ¢ aT k-, atedy dle korektnostii T = ¢ a T == ¢. To znamen4, ze
pfi kazdém ohodnoceni, pii kterém jsou pravdivé vSechny formule z T (jednim
z nich je e), je pravdiva jak formule @, tak formule = . To je ale pochopitelné
nemozné.

Necht T je bezesporna. Pak existuje formule ¢, pro kterou neplati T F ¢,
tj. (podle tplnosti) neplati T = ¢. To ale znamend, Ze existuje ohodnoceni,
ve kterém neni pravdiva ¢, ale jsou pravdivé vSechny formule z T. Tedy T je
splnitelna. O

3 Predikatova logika

3.1 Syntax predikatové logiky

Pfirozeny jazyk je zakladnim prostfedkem, pomoci kterého formulujeme a za-
znamenavame své usuzovani. Jiz zakladni rozbor vét prirozeného jazyka odhali
nékteré jeho vyznamné jednotky/soucésti. Pro nas to budou: proménné, relaéni
symboly (symboly pro oznacovani relaci), funkéni symboly (symboly pro ozna-
¢ovani funkci) véetné symbolt pro oznacovani konstant , symboly pro logické
spojky (jako “a”, “nebo”, “pravé kdyz” atd.), symboly pro kvantifikdtory (napf.
“pro kazdy”, “existuje”) a pomocné symboly.

Ve vétach “Kazdy slon je savec”, “Pro kazdé dva body existuje bod, ktery
mezi nimi nelezi”, “Petr je mladsi nez Pavel nebo vék Jifiho je vétsi nez soucet
véki Petra a Pavla”, “Soucet druhjch mocnin nenulovych ¢isel je vétsi nez nula”
se mluvi o jednomistnym vztazich “byt slonem”, “byt savcem”, trojmistném
vztahu “nelezet mezi dvéma body”, dvojmistném vztahu “byt vétsi”, o funkci
prifazujici ¢lovéku jeho vék, o funkci s¢itani, o funkci mocnéni, o (konstantnich)
objektech Petr, Pavel, Jifi, nula, implicitné se zde objevuji proménné (napf.
prvni tvrzeni, formulovano piesnéji, fikd “pro kazdé x plati, Ze je-li = slonem, je
x savcem” ), logické spojky (“nebo”) a kvantifikdtory (“pro kazdé”, “existuje”).

Definice 3.1 Jazyk J predikdtové logiky obsahuje (a je tim uréen)

e (predmétové) proménné x,y,z,...,x1,T2,...; predpokladame, Ze jich
je nekonefné mnoho (spo¢etné mnoho, protoZe chceme mit jazyk spo-
Getny);

e relacni symboly p,q,r,...,r1,72,..., ke kazdému relacnimu symbolu r

je ddno nezdporné celé ¢islo o(r) nazyvané arita symbolu r; musi existovat
aspon jeden rela¢ni symbol;

e funként symboly f,qg,h,..., f1,f2,..., ke kazdému funkénimu symbolu
f je ddno nezaporné celé ¢islo o(f) nazyvané arita symbolu f;

e symboly pro logické spojky — (negace) a = (implikace) a symbol V pro
univerzalni kvantifikator;
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e pomocné symboly — riazné typy zavorek.

Poznamka 3.2 (1) Misto pfedmétové proménné Casto fikdme jen proménné.
Mnozina vSech rela¢nich (nékdy se fikd predikdtovych) symbold jazyka J se
znaél R (popf. R7); mnoZina vSech funkénich (nékdy se ¥ikd opera¢nich) sym-
bolt jazyka J se zna¢i F' (popt. F7). Je-li r € R a o(r) = n, pak fikdme, Ze r
je n-arni; podobné pro f € F. Je-li f € F 0-arni, nazyva se f symbol konstanty
(nebot funkce, kterd ma 0 argumentii, musi pfifazovat vzdy stejnou hodnotu,
tj. je konstantni; zafadit cvideni na vysvétleni).

(2) Je zfejmé, Ze jazyk je jednozna¢né uréen svymi relacénimi symboly, funké-
nimi symboly a jejich aritami (vSe ostatni maji vSechny jazyky stejné). Trojici
(R, J,o) proto nazyvame typ jazyka.

(3) Je-li mezi rela¢nimi symboly symbol &, nazyvame ho symbol pro rovnost
a cely jazyk pak jazyk s rovnosti. Symbol pro rovnost a rovnost mé specifické
postaveni, jak uvidime dale.

Zakladni syntaktické jednotky vybudované ze symbolu jazyka jsou termy a
formule. Termy jsou vyrazy reprezentujici funkci aplikovanou na své operandy;
formule reprezentuji tvrzeni o prvcich univerza.

Definice 3.3 Term jazyka typu (R, F, o) je induktivné definovan takto:
(i) kazd4 proménnd x je term;
(ii) je-li f € F n-arni a jsou-li ty,...,t, termy, pak f(t1,...,t,) je term.

Poznamka 3.4 (1) Termy jsou tedy jisté koneéné posloupnosti prvka daného
jazyka.

(2) Je-li f € F binarni, pouzivame také tzv. infixovou notaci a piseme zfy
nebo (zfy) misto f(z,y) (napf. 2 + 3 misto +(2,3)); ve sloZenych termech
pouzivame zavorky (napf. (2 + 3) - 5).

Definice 3.5 Formule jazyka typu (R, F, o) je induktivné definovana takto:
(i) je-lir € Rn-arniaty,...,t, jsou termy, pak r(t1,...,t,) je formule;
(ii) jsou-li ¢ a ¢ formule, pak = ¢, (¢ = 1) jsou také formule;

(iii) je-li ¢ formule a = proménnd, pak (Vz)y je formule.

Poznamka 3.6 (1) Formule vytvorené dle (i) se nazyvaji atomické. Je-lir € R
bindrni, piSeme také t1rt2 nebo (t1rte) misto r(t1,t2) (tedy napf. x < y misto
< (z,y)). Obzvlasté piseme t; ~ to misto ~ (t1,t2).

(2) Budeme pouzivat obvyklé konvence, zjednodusujici ¢itelnost formuli: vy-
nechavani zévorek, piSeme ... (Vx,y)... misto ... (Vz)(Vy)... atd.).

(3) Podobné jako ve vyrokové logice, symboly pro ostatni logické spojky ne-
patii do jazyka predikdtové logiky. Podobné symbol 3 (existenéni kvantifikétor)
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nepatii do jazyka predikatové logiky. Abychom tyto symboly méli k dispozici,
chapeme

posloupnost ¢ A ¢ jako zkratku za — (¢ =),
posloupnost ¢ V 9 jako zkratku za — ¢ = 1,
posloupnost ¢ < 1 jako zkratku za (¢ = ¥) A (V¥ = @),
posloupnost (3z)¢ jako zkratku za — (Vz) = .

Posloupnosti obsahujici symboly A, V, < a 3 tedy nejsou formulemi, mohou to
byt zkratky za formule (pfiklad...). Pro jednoduchost vsak védomi si toho, Ze
a jakym zptisobem se dopoustime nepresnosti, budeme témto posloupnostem
casto také rikat formule.

Podobné jako ve vyrokové logice mtizeme i v predikatové logice provadét
dikazy strukturalni indukci.

Véta 3.7 (dukaz strukturalni indukei pro termy) Necht'V je viastnost termd.
Necht plati, Ze

e kazdd promeénnd md vlastnost V;

o maji-li termy t1,...,t, vlastnost V a je-li f € F n-drni, pak vlastnost V
ma i term f(t1,...,tn).

Pak vlastnost V ma kazdy term.

Véta 3.8 (dukaz strukturalni indukci pro formule) NechtV je vlastnost
formuli. Necht plati, e

e kaZda atomickd formule md vlastnost V;

o maji-li formule ¢ a v vlastnost V, pak vlastnost V maji i formule — ¢ a

(o =¥);
e md-li formule ¢ V, md vlastnost V formule (V).

Pak vlastnost V md kazdd formule.

Piiklad 3.9 (1) Uvazujme jazyk J typu (R, F, o), kde R = {p,d,b, s}, F = (),
relacéni symboly p,d,b jsou unarni, s bindrni. Je to jazyk bez funkénich sym-
boltl, a tedy jedinymi termy jsou proménné. Atomickymi formulemi jsou p(z),
p(y), d(y), b(z), atd. Dalgimi formulemi (ne atomickymi) jsou napf. vyrazy
p(x) V p(x), p(x) V= p(z), (Vo)(p(x) A= d(z) = b(x)), (Fz)b(z) A~ p(z),
(V2) () (b(x) = (s(z,9) = b(y)))-

Vyrazy ((z =, p(z,x), p(d(z)), (Vz)(s(z,y) == p(z)), formulemi nejsou.

(2) Uvazujme jazyk J typu (R, F,o),kde R = {p, <}, F = {c, o}, ¢ je nuldrni
(tj. symbol konstanty), p je unarni, < a o jsou bindrni. Pak vyrazy ¢, z, co ¢,
co(zoy), atd. jsou termy. Vyrazy cc, cop(z), p(x), cooz, termy nejsou. Formulemi
jsou napk. ¢ < z, p(z) = (¢ < 2), (va)(z < 02), (V2)(¥y)(z oy < yo ).
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Poznamka 3.10 Jazyk predikatové logiky obsahuje symboly riznych typa (re-
la¢ni symboly, funkéni symboly, symboly spojek). Z nich se daji vytvafet termy
a formule, které jsou v urc¢itém smyslu “rozumnymi” fetézci. Rozumné proto,
ze ddme-li rela¢nim a funkénim symbolim smysl, daji se “rozumné” ¢ist (po-
znamenejme, ze presny smysl dostanou rela¢ni a funkéni symboly, a také termy
a formule, az vybudujeme sémantiku). Tak napfiklad, uvazujme jazyk z Pii-
kladu 3.9 (1). Necht p, d, b, m oznacuji po fadé “mit dostatecny pfijem”, “mit
velké dluhy”, “byt bonitni”, “byt manzelé”, tj. p(z) znamena “objekt oznaleny
x ma dostateény piijem” atd. Formule (Vz)(p(z) A~ d(xz) = b(z)) pak “Fika’:
“pro kazdé x plati, ze ma-li x dostateény pfijem a nemé-li velké dluhy, pak je z
bonitni”. Formule (Vz)(Vy)(b(z) = (m(x,y) = b(y))) “Ika”: “pro kazdé x a y
plati, Ze je-li x bonitni a jsou-li x a y manzelé, je i y bonitni”.

Mizeme také postupovat obracené (to je dobré cviceni): K dané vété pfi-
rozeného jazyka navrhneme jazyk predikatové logiky a napiSeme formuli, kterd
odpovida danému tvrzeni (viz cvi¢eni).

Termy a formule jsou definovany induktivné. Kazdy term pouzity pii kon-
strukci termu ¢ se nazyva podterm termu t; kazda formule pouzita v konstrukci
formule ¢ se nazyvd podformule formule ¢. Pfesngji: MnoZina sub(t) vSech
podtermu termu ¢ je definovana nasledovné: pro proménnou z je sub(z) = {z};
sub(f(t1,...,tn)) = {f(t1,...,tn)} Usub(t1) U --- Usub(t,). Mnozina sub(y)
vSech podformuli formule ¢ je definovana nasledovné: je-li ¢ atomicka, pak
sub(p) = {¢}; sub(m ) = {= p} Usub(yp) a sub(p = ¢) = {p = 1} Usub(p)U
sub(1)); sub((Va)p) = {(Va)p} Usub(p).

Rikédme, Ze proménnd se vyskytuje v termu nebo ve formuli, jestlize je né-
kterym symbolem termu nebo formule jakoZto fetézce symboli s tou vyjimkou,
Ze vyskyty za V se nepoéitaji (tj. proménna x nemd vyskyt ve formuli (Va)r(y, 2).
Mnozinu v8ech proménnych, které se vyskytuji v termu ¢ oznacujeme var(t);
mnozinu vech proménnych, které se vyskytuji ve formuli ¢ oznacujeme var(p).

Je-li t term, piSeme t(x1, ..., T, ), abychom zdiraznili, Ze vSechny proménné,
které se v t vyskytuji, se nachazeji mezi x1,...,z,.

Proménné z var(yp) mohou mit ve formuli ¢ vyskyt dvojiho druhu — volny
a vazany. MnoZina free(y) proménnych, které maji ve ¢ wvolng vyskyt je de-
finovana néasledovné: je-li ¢ atomickd, pak free(¢) = var(y); déale free(— ¢) =
free(y), free(p = 1) = free(p) U free(v)); a free((Va)y) = free(¢) — {z}. Mno-
Zina bound(p) proménnych, které maji ve ¢ wvdzany vyskyt je definovina
nésledovné: je-li ¢ atomickd, pak bound(y) = 0; dale bound(— ¢) = bound(y),
bound(p = ) = bound(y) U bound(z); a bound((Vz)y) = bound(yp) U {x}.

Piseme ¢(x1, ..., x,), abychom zdraznili, Ze vSechny proménné, které maji
ve @ volny vyskyt, se nachézeji mezi x1,...,z,, tj. free(p) C {z1,...,z,}.

Poznamka 3.11 Chceme-li napsat formuli nebo term, musime nejdiive po-
psat jazyk, jehoz formuli nebo term chceme napsat. To je vSak casto pracné
a zbytec¢né. Proto zavedeme pojem indukovaného jazyka. Jazyk indukovany
mnozinami F a 7 Fetézci je nejmensi jazyk J typu (R, F, o), v némz fetézce z
F formulemi a fetézce z 7 termy (tj. je-li J’ jiny takovy jazyk typu (R', F’, o),
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pak R C R, F C F'). Naptiklad jazykem uréenym mnoZinami F = ...a 7 = ...
je ... . Misto jazyk indukovany mnozinami F a 7 fetézcu také fikdme jazyk
urceny formulemi z F a termy z 7.

Priklad 3.12 (Viz pfednédsky a cviceni) Uvazujme jazyk uréeny termy tq
z1 + ((c+ x1) + 22), t2 = (¢ + ¢) + ¢ and formulemi ¢ = (Vz)(Vy)((big(z)
(x < y)) = big(y)), w2 = (¢ < x) A (V) Fy)(z + = < x +y). Pak var(¢)

{may}v Var(@?) = {xay}v free(@l) = (2)7 bOllIld((pl) = {J?,y}, free(<p2) = {J)},
bound(ps) = {z,y} (proménna x mi volny i vizany vyskyt v o).

>

UZiteénym pojmem je pojem substituce termu za proménnou.

Definice 3.13 Nechf ¢ a s jsou termy, x proménnd. Vysledek substituce
termu s za x v t je term t(z/s) definovany néasledovné:

(i) je-li t proménna, pak

) s prot==x
t(x/s){ t prot # x;

(ii) prot = f(t1,...,tn), kde f € F jen-arniaty,...,t, jsou termy, je t(z/s) =

fltr(z/s), ..., ta(z/9)).

Definice 3.14 Pro formuli ¢, term s, a proménnou z, je vysledkem substi-
tuce s za x ve p formule p(x/s) definovana nasledovné:

(i) pro o =7r(t1,...,tn) je w(x/s) = r(ti(x/s),..., tn(x/9));
(i) (m@)(x/s) == (p(z/s)), (¢ = ¥)(x/s) = p(z/s) = b(z/s);
(i) (7)) (2/5) = (V9)g pro y = 2, (Vy)P)(x/5) = (V) (9(x/s)) pro y £ .

Priklad 3.15 K procviceni dokazte strukturdlni indukci, Ze jsou-li ¢, s termy,
¢ formule a x proménnd, je t(x/s) term a p(z/s) je formule.

Predchozi definice lze snadno rozsifit na definice substituce termu za term.

Substituce termu za proménnou miiZe vést k nechténym situacim. Uvazujme
napft. formuli ¢ = (Vy)(y < z) kterd vyjadiuje, ze x je vétsi nez jakékoliv y.
Substituce y +y za x vede k p(x/y+vy) = (Vy)(y < y+y), coz je jisté formule,
ktera vyjadfuje néco jiného. Abychom zabranili takovym pfipadim, definujeme
tzv. korektni substituce.

Definice 3.16 Substituce termu ¢ za proménnou x ve formuli ¢ je korektni (t
se nazyvad substituovatelny za x v t), jestlize pro kazdou y € var(t) plati, ze
z4dna podformule formule ¢, kterd je tvaru (Vy)iy, neobsahuje vyskyt x, ktery
je volnym vyskytem x ve .

Piiklad 3.17 (Viz pfednasky a cviéeni)
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Pievod vét prirozeného jazyka na formule predikatové lo-
giky
Piiklad 3.18 Navrhnéte formuli predikatové logiky, ktera vyjadiuje vétu “Zadny
plaz s vyjimkou zmije neni nebezpeény”. Refeni: Vétu preformulujeme do po-
doby blizsi predikatové logice: “Pro kazdé x plati: jestlize x je plaz a x neni zmije,
pak neni pravda, ze x je nebezpecény”. Nyni navrhneme vhodny jazyk: unarni re-
la¢ni symboly p, z, n. Vhodnou formuli je napt. (Vz)((p(z) A= z(x)) == n(x)).
Pozor: neni to jednoznaény proces (vice moznych navrhi jazyka, vice moz-
nych formuli pfi daném névrhu).

3.2 Sémantika predikatové logiky

Jazyk predikatové logiky obsahuje rela¢ni, funkéni (a dalsi) symboly. Ze téchto
symboli se skladaji termy a formule. Samotné termy a formule nemaji zadny
vyznam, tj. term sam o sob& nemé zadnou hodnotu, formule sama o sobé nema
zéddnou pravdivostni hodnotu. To je dobfe patrné napf. u termu x + 0: je do
ocl bijici, Ze k tomu, aby tento term mél hodnotu, musi mit néjakou hodnotu
proménné z (a ddle, musime interpretovat + a 0, viz nédsledujici term 0 + 0).
Hiife je to patrné napi. u termu 0 + 0. Clovék ma nutkéni Fici, Ze hodnotou
tohoto termu je 0. To je ovSem hruba chyba! Term 0 4 0 je posloupnosti tii
symbold, nic vic; 0 je symbol konstanty (tj. 0-drni funkéni symbol), + je bi-
narni funkéni symbol (pfisné vzato, 0 + 0 je pfehlednéj$im zpisobem zapsany
term +(0,0), to ale na celé véci nic nemeéni). Nez Fekneme, jaky prvek symbol 0
oznacuje a jakou binarni funkci oznac¢uje symbol 4+ nemé smysl (nelze!) se ptat,
jakou hodnotu mé term 0+ 0. Je nasim zdmeérem, aby symboly mohly mit li-
bovolnou (smysluplnou) interpretaci. Tim myslime zhruba nésledujici: Zvolime
vhodné univerzum M, tj. mnozinu prvki, které jsou pro nase iivahy relevantni
(nékdy se fikd univerzum diskurzu, tj. univerzum rozpravy). V tomto univerzu
prifadime vyznamy rela¢nim a funkénim symbolim daného jazyka [J predika-
tové logiky, tj. pro kazdy rela¢ni symbol jazyka urc¢ime konkrétni relaci v M,
kterou tento rela¢ni symbol bude oznacovat, a pro kazdy funkéni symbol jazyka
uréime konkrétni funkci v M, kterou tento funkéni symbol bude oznacovat. Ta-
kovou volbou univerza, relaci a funkci provedeme tzv. interpretaci jazyka (je
tedy jasné, Ze jeden jazyk ma mnoho moznych interpretaci); univerzum spolu
s relacemi a funkcemi tvori tzv. strukturu pro dany jazyk predikatové logiky
(viz déle). Zvolime-li interpretaci jazyka, zbyva v termech a formulich jesté
jeden typ symboli, které dosud nejsou interpretovany—proménné. Interpretaci
proménnych zprostfedkovava tzv. ohodnoceni, které kazdé proménné jazyka pii-
fadi n&jaky prvek univerza (je opét jasné, Zze pfi dané interpretaci jazyka exis-
tuje celd fada moznych interpretaci proménnych). Zvolime-li interpretaci jazyka
(tzv. strukturu pro dany jazyk) a interpretaci proménnych (tzv. ohodnoceni
proménnych pro dany jazyk v dané struktufe), miizeme se ptit po hodnotach
termti (hodnotou termu je prvek univerza) a formuli (hodnotou formule je prav-
divostni hodnota, tj. 0 nebo 1). Shriime tedy a zduraznéme: Termy i formule
jsou pouhé fetézce symbolu bez jakéhokoli vyznamu. Pojmy “hodnota termu”
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a “(pravdivostni) hodnota formule” nejsou smysluplné, smysluplné jsou pojmy
“hodnota termu pfi dané interpretaci jazyka a dané interpretaci proménnych” a
“(pravdivostni) hodnota formule pfi dané interpretaci jazyka a dané interpretaci
proménnych” (neboli “hodnota termu v dané struktufe pfi daném ohodnoceni”
a “(pravdivostni) hodnota formule v dané struktufe pii daném ohodnoceni”).

Vrafme se k nasemu piikladu, tj. k termim 0+ 0 a 0 + z. Jsou to termy v
jistém jazyce J (o kterém jsme zatim nemluvili). Jazykem J mtze byt napf.
jazyk, kde R = {<}, F = {0,4} a < je binarni, 0 je nularni (tj. symbol kon-
stanty) a + je bindrni. Zvolme jednu interpretaci jazyka J: univerzem M necht
je mnozina Z vSech celych ¢isel, binarni relaci v Z, kterou oznacuje binarni re-
la¢ni symbol < necht je obvykl4 relace “mensi nebo rovno” (ozna¢me ji <M),
konstantou (tj. nularni funkci) v Z, kterou oznacuje nularni funkéni symbol 0
necht je ¢islo nula (oznaéme ho 0M), binarni funkei v Z, kterou oznacuje binarni
funkéni symbol + necht je obvyklé séitani (oznaéme ho +M). Zvolme dale in-
terpretaci proménnych: necht proménnym x a y jsou po fadé prifazeny hodnoty
pét a minus sto (a dalsim proménnym hodnoty libovolné). Pfi takové interpre-
taci je hodnotou termu 0 + 0 ¢slo nula (0M +M 0M) hodnotou termu z + 0
je ¢islo pét. Formule 0 < z je pfi dané interpretaci pravdiva (nebot ¢&islo, které
je oznaceno symbolem 0, tj. ¢islo nula, je v relaci oznacené symbolem <, tj. v
relaci “mensi nebo rovno”, s ¢islem oznacenym symbolem z, tj. s ¢islem pét). Z
podobného diivodu (zatim ovSem zdiivoditujeme pouze intuitivné) je pravdiva
formule (0 < z) = (y < y + z); ta je dokonce pravdivéa pfi jakékoli interpre-
taci proménnych. Zménime-li interpretaci proménnych tak, ze proménné x bude
prifazeno ¢islo minus deset, bude formule 0 < z nepravdiva.

Uvedena interpretace jazyka vSak neni jedind moznéa. Jinou interpretaci do-
staneme, zménime-li nasi ptivodni interpretaci tak, ze symbol 0 bude oznacovat
¢islo jedna. Pfi této interpretaci bude hodnotou termu 0 + 0 ¢islo dvé. Zcela
jinou interpretaci dostaneme, zvolime-li za univerzum mnozinu vsech ¢tverco-
vych redlnych matic, a oznacuji-li symboly <, 0, 4+ po fadé relaci rovnosti matic,
matici skladajici se ze samych nul, a operaci ndsobeni matic.

Definice 3.19 Necht 7 je jazyk typu (R, F,o). Struktura pro J je trojice
M = (M, RM, FM)  ktera sestavd z neprazdné mnoziny M, mnoziny RM =
{rM € LM" | r € R, o(r) = n} relaci a mnoziny FM = {fM: M" - M | f €
F, o(r) = n} funkci. Jde-li o jazyk s rovnosti (tj. R obsahuje &), pozadujeme,
aby ~M byla ekvivalence na M.

Je-li M struktura pro jazyk J s rovnosti ~ a je-li &M (relace odpovidajici
~) identita na M (tj. nejen ekvivalence), nazyva se M strukturou se strikini
rovnosti. Nebude-li uvedeno jinak, budeme pro jazyk s rovnosti uvazovat jen
struktury se striktni rovnosti.

Poznamka 3.20 (1) Jinymi slovy, struktura M pro jazyk J typu (R, F,0) je
systém relaci a funkci na jisté mnoziné M; ke kazdému n-arnimu rela¢nimu
symbolu r € R je ve struktufe odpovidajici n-arni relace r™ v M, ke kazdému
n-arnimu funkénimu symbolu f € F je ve struktufe odpovidajici n-arni funkce
™y M.
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(2) Nehrozi-li nebezpeéi nedorozumeéni, vynechdvame nékdy pro jednodu-
chost horni indexy a misto ™ a fM piseme jen 7 a f.

Priklad 3.21 (1) Uvazujme jazyk J z Piikladu 3.9 (1). Necht M je mnozina
véech lidi z daného regionu (napt. z Ceské republiky). Definujme relace p™,

dM, M, sM nasledovné: pM, dM, bM jsou unarni relace, tj. podmnoziny M,
definované

™M = {me M |m ma sty pifjem vyssi nez 17 tis. K&/més.},

d™ = {m € M | m splaci pravidelné méné& nez 5 tis. K¢é/més.},

W = {m € M | m na Zivobyti zbjva vice nez 8 tis. K&/més.}

a sM je binarni relace
sM = {{m1,m2) € M x M | my a my jsou manzelé.}

Pak pro RM = {pM, d™M, M sM} FM = ) je M = (M, RM, FM) strukturou
pro jazyk J.

(2) Jinou strukturu pro stejny jazyk dostaneme, pozménime-li strukturu
uvedenou v (1) tak, Ze

™M = {me M |m ma sty pifjem vyssi nez 40 tis. K&/més.},
d™ = {me& M | m splaci pravidelné¢ méné nez 2 tis. K&/més.},
W = {m € M | m na Zivobyti zbyva vice nez 35 tis. K&/més.}

a sM je binarni relace
sM = {(my,mg) € M x M | m; a my nejsou manzelé.}

(3) Dalsi strukturu pro stejny jazyk dostaneme, zvolime-li M = {a,b, 1,2},
pM = {a,b}, d™ = {1,2}, ™M =), sM = {(a,b), (1,2)}.

(4) Uvazujme jazyk J z Pfikladu 3.9 (2). Necht M = {0,1,-1,2,-2,3,-3,.. .}
je mnozina vSech pfirozenych éisel. Definujme relace p™ (unarni, tj. podmnozina
M), <M (binarni) a funkce ¢™ (nularni, tj. vlastné prvek z M) a o™ (binarni)
nasledovné:

™M = {m € M | mje vétsi nebo rovno nule},
<M = {(my,my) | m1 je mensi nebo rovno ms},
M = 0 (tj. M je éislo nula),

mioMms = mq+ mo (tj. oM je operace s¢itani).

(5) Jinou strukturu pro jazyk J z Ptikladu 3.9 (2) dostaneme, kdyZ zménime
vise uvedenou strukturu tak, ze ¢™ = 0, popi. jesté definujeme m; o™ my =
m1 - mg (nésobeni).

(6) Dalsi strukturou pro jazyk J z Piikladu 3.9 (2) je struktura s nosi¢em

M = {A] A je ¢tvercova matice fadu 10},
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kde

p™M = {Ae M| A je regularni matice},
<M — {(4,B)| a;; je nejvyse rovno b;; pro viechna 1 <14, j < n},
M = T (tj. M jednotkova matice),

myo™Mmy = my 4 ma (tj. oM je operace séitani matic).

(6) Dalsi strukturou pro jazyk J z Piikladu 3.9 (2) je struktura s nosi¢em
M = {a,b}, pM = {a,b}, <M= {(a,a), (b,b), (b,a)}, ™M = b a operace o™ je

déna tabulkou

oM

a

b
b .
b a

e Q|2

Jak tedy vidime, k danému jazyku predikatové logiky existuje nekonecné
mnoho struktur (variabilita je ddna nésledujicim: nosi¢ M muze mit libovolny
pocet prvki, kazdy relacni symbol » mize byt interpretovan libovolnou relaci
rM p¥islusné arity, kazdy funkéni symbol f miize byt interpretovan libovolnou
funkci fM piislusné arity).

Necht M je struktura pro jazyk J. M-ohodnoceni predmétoviych pro-
ménngych (kratce jen M-ohodnoceni, popf. jen ohodnoceni) je zobrazeni v pfi-
fazujici kazdé proménné = prvek v(z) € M. Jsou-li v a v ohodnoceni a x
proménnd, piSeme v =, v’ pokud pro kazdou proménnou y # x je v(y) = v'(y),
tj. v a v’ se li${ nejvySe v tom, jakou hodnotu pfifazuji proménné x.

Definice 3.22 Necht v je M-ohodnoceni. Hodnota ||t|m,, termu t piiv
je definovana nésledovné:

(i) pro proménnou z, ||z|m,. = v(z);
(ii) prot = f(t1, ... tn), [thmo = M2 lmos - [Enllvaw)-

Poznamka 3.23 Uvédomme si, Ze podle Definice 3.22 je p¥i danych M a v
kazdému termu pfifazena pravé jedna hodnota ||t||m,». To lze nahlédnout po-
uzitim Véty 3.7, vezmeme-li za V vlastnost “hodnota ||t|m,» je jednoznaéné
definovana”.

Lemma 3.24 Hodnota ||t||m,n nezdvisi na hodnotdch prifazengch ohodnoce-
nim v proménnym, které se vt nevyskytuji, t.j. pro kazdd M-ohodnocent vy, vy
splriugict v1(z) = va(x) pro kazdé x € var(t) je ||t|lv,o; = [t M0, -

Diukaz. Strukturalni indukei. O

Poznamka 3.25 (jen na okraj) Podle Definice 3.22 a Lemma 3.24 indukuje

kazdy term t(x1,...,x,) tzv. termovou funkci t™: pro my,...m, € M je
tM(ma, .. my) = ||t Mo,
kde v je M-ohodnoceni, pro které v(z1) = my,...,v(x,) = my,.
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Priklad 3.26 term, ||¢||m,v, termova funkce

Definice 3.27 Pravdivostni hodnota ||¢|m, formule ¢ pri M-ohodnoceni
v je definovana nasledovné:

(i) pro atomické formule:

Hr(tl ot )”M _ 1 pOkUd <||t1HM,va'"7th”M7v>erMa
et =0 pokud (s flnaer o [ livee) & P

(ii) pro formule ¢ a 1 je

” - (pH _ 1 pokud HSOHM,U =0,
M.v 0 pokud |l¢|me = 1.

_ {1 pokud [iglla,s =0 nebo [y = 1.
o= o ={ 5 Foen

(iii) pro formuli ¢ a proménnou z je

[ 1 pokud pro kazdé v’ takové, ze v' =, v, je |¢|lm =1,
Iow)elnan = { o Bor

Je-li ||¢llmo =1 (Jlellm,e = 0), fikdme, Ze formule ¢ je pravdiva (neprav-
divd) ve struktufe M pii ohodnoceni v. Uvédomte si, Ze Fict “formule ¢ je
pravdivd” nema smysl; musime Fici, v jaké struktufe a pfi jakém ohodnoceni!
Ze bé&zné ¥ikdme napi. “(formule) (Va,y)r < x + y je pravdiva”, je zpiisobeno
tim, Zze implicitné néjakou strukturu predpokladdme, vétsinou ¢iselnou (napf.
cela ¢isla s béZnymi relacemi a operacemi).

Poznamka 3.28 Tedy: ||7(t1,...,tn)|Mw = 1, pravé kdyz n-tice (||t1]|M,vs - - -5 [[En ] M)
prvkd ||ti||m, z M patif do M. Dale, vyznam spojek negace a implikace je

stejny jako ve vyrokové logice. K vyznamu V: Za prvé, definice ik, ze (Vz)p je

ve struktufe M pfi v pravdiva, pravé kdyz je ve strukture M pravdiva formule ¢

pfi kazdém ohodnoceni v/, které viem proménnym rtiznym od x pfifazuje stejné

prvky jaké jim prifazuje v. To je pravé zamysleny vyznam kvantifikdtoru V. Za

druhé, snadno se vidi, ze

I(V2)¢llve = min{llplmo | 0" =2 v}

(2) Snadno se presvédéime, ze

loAdlme = lellv Alldlm,o,
leVdlme = lellve VIIdlm,o,
le e dlme = lelme = Pl
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déle pak (ovétte!)

1Gx)¢lnme = max{[ellme [ v =s v}

Poznamka 3.29 Stejné jako u ohodnoceni termi si uvédomme, ze podle De-
finice 3.27 je pii danych M a v kazdé formuli pfifazena pravé jedna hodnota
llllm,»- To lze nahlédnout pouzitim Véty 3.8, vezmeme-li za V vlastnost “hod-
nota ||¢l/m,» je jednoznaéné definovana’.

Lemma 3.30 Hodnota ||¢||m,s nezdvisi na hodnotdch pritazengch ohodnoce-
nim v proménnym, které se ve p nevyskytuji, t.j. pro kazdd M-ohodnoceni vy, vo
spliugict v1(z) = ve(x) pro kazdé x € var(p) je ||o|lm o, = [|€llM,vs-

Dukaz. Strukturalni indukei. O

Piiklad 3.31 Consider the L-structure L-structure M from Example 7?7 (1).
Let v be an M-valuation such that v(x) = 2, v(y) = 10, v(z) = 110. Then for
terms t1 = (z +y) + = and {2 = ¢+ x we have [[t1]|m,0 = 14, |t2]lMm0 = 3;
for formulas ¢1 = (z < y), w2 = (y < 2), p3 = big(z), 4 = big(z), p5 =
(V) (%) (big(x) ® (+ < 1)) = big(y)), vs = (v2)(big(z + c) = big(x)) we
have [lo1|lmo =1, [l@2lme = 0, [[sllmo = 0, llesllme = 0.1, [les)me =1,
llos]lv,o = 0.99. Note that the truth values of ¢5 and ¢g do not depend on v
(Lemma 3.30).

Podle Definice 3.27 a Lemma 3.30 indukuje kazda formule ¢(x1, ..., z,) (tj.
formule s volnymi proménnymi mezi zi,...,x,) n-arni relaci ™ v M: pro
mi,...my € M je

(ma,...,my) € o™ pravé kdyz [|o|lm,. =1, (8)
kde v je M-ohodnoceni, pro které v(z1) = my,...,v(z,) = my,.

Piiklad 3.32 formule, ||¢||m,0, indukovana relace

Definice 3.33 Formule ¢ se nazyvd tautologie ve strukture (pravdiva ve
struktuie) M, jestlize ||¢|m,» = 1 pro kazdé M-ohodnoceni v. Formule ¢ se na-
zyva tautologie M (vzdy pravdivd), jestlize je to tautologie v kazdé struktuie
M.

@ je tedy tautologie, jestlize pro libovolnou strukturu M a libovolné ohod-
noceni v je ||¢|lm,» = 1.

Definice 3.34 Teorie v jazyce J predikatové logiky je libovolna mnozina T'
formuli tohoto jazyka. Struktura M jazyka J se nazyva model teorie T
(piseme M = T, popf. ||T||ne = 1), jestlize kazda formule z T je pravdiva v M.
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Poznamka 3.35 Pojem teorie je zcela pfirozeny. Bézné se fika “S tvoji teorii
nesouhlasim” apod. Pritom teorii rozumime soubor tvrzeni, které dana osoba
zastava. Soubor tvrzeni v predikdtové logice predstavuje mnozina formuli.

Piiklad 3.36 Uvazujme jazyk J typu (R, F,0),kde R={r}, F=0ao(r) =
2. Struktury pro J jsou M = (M, {rM},0), kde ™ je binarni relace na M (tj.
struktury jsou vlastné binarni relace na M). Struktura M je modelem teorie
T = {(Vz)r(x,z), (Vo,y)(r(z,y) = r(y,7))}, pravé kdyz je relace r™ reflexivni
a symetricka.

Definice 3.37 Mnozina S formuli sémanticky plyne z mnoziny T formuli
(piseme T |= S; piSeme také T' |= ¢, jestlize S = {p}, podobné kdyz T = {¢}),
jestlize kazdy model T je modelem S.

Tedy T = S, pravé kdyz v kazdé struktufe, ve které jsou pravdivé vSechny
formule z T, jsou také pravdivé vSechny formule z S.

Priklad 3.38 Formule
=Nz, y,z,w)(r(z,y) Ar(y, 2) A r(z,w)) = r(z,w))
sémanticky plyne z formule
v = (Va,y,2)((r(z,y) Ar(y, 2)) = r(z, 2)),
tj. ¢ |E ¥. Obracené vyplyvani, tj. ¥ = ¢, neplati. Viz pfednaska.
3.3 Axiomaticky systém predikatové logiky

Axiomy jsou formule nésledujicich tvara: formule tvaru (1)—(3) a dale

(V) = @(x/t) 9)
je-li t substituovatelny za x
(Vo) (e = ¥) = (¢ = (Vo)¥) (10)

nemé-li x ve ¢ volny vyskyt.

(9) se nazyva axiom substituce, (10) se nazyvé axiom distribuce.
V pripadé logiky s rovnosti mame jesté axiomy rovnosti:

TR

ITRY=SYRT

TRYANYRzZz=>Tr xR 2

TIRYLA ATy Ryp = f(21,...,20) = [(y1,%,Yn)
pro kazdy n-arni f € F

TIRYLA ATy Ry Ar(T1,. .., T0) = 7(Y1, =, Yn) (15)
pro kazdy n-arni r € R.
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Odvozovaci pravidla jsou modus ponens (viz vyse) a pravidlo generalizace
(G, zobecnéni), které rika
z ¢ odvod (V).

Poznamka 3.39 Vsimnéme si, Ze vSechny axiomy jsou tautologie (snadno se
vidi, ale pozdé&ji presto dokézat). Déle si vSimnéme, Ze omezeni u axiomi (9) a
(10) jsou podstatné (tj. bez nich by se nejednalo o tautologie). Skuteéné, je-li ¢
formule « (Vy)r(z,y), t proménna y, pak (10) je formule (V) = (Vy)r(z,y) =
(Vy)r(y,y), kterd neni tautologii (napf. neni splnéna v zadné struktuie M s
aspoii dvéma prvky, ve které r™ je reflexivni relace). Dale, jsou-li obé ¢ i ¢
formuli r(x), je (10) formuli (Vz)(r(z) = r(x)) = (r(z) = (Va)r(x)), coz neni
tautologie (napf. neni splnéna ve struktuie M s asponl dvéma prvky, ve které je
™ jednoprvkova mnozina).

Definice 3.40 Dukaz formule ¢ z mnoziny T formuli je libovolna posloupnost
©1,-..,¥n, Pro kterou plati, ze ¢, = ¢ a kazda ¢;

e je axiomem
e nebo je formuli z T

e nebo plyne z predchozich formuli dikazu pomoci odvozovaciho pravidla
MP (tj. existuji j,k < ¢ (1 < j < n,1 <k < n) tak Ze ¢ je formule
©; = ;) nebo odvozovaciho pravidla G (tj. existuje j < i tak, Ze ¢; je
formuli (Vz)ep;).

Formule se nazyva dokazatelnd z T, existuje-li dikaz této formule z T (za-
pisujeme T+ ¢, popf. jen b ¢, je-1i T préazdnd mnozina).

Poznamka 3.41 Stejné jako ve vyrokové logice mame dva pojmy vyplyvani
formule z mnoziny formuli: sémantické vyplyvani (T = ¢) a syntaktické vyply-
vani (T F ¢). Mame také dva pojmy platnosti formule: = ¢ oznacuje platnost
¢ v sémantickém smyslu (pravdivost), F ¢ oznacuje platnost ¢ v syntaktickém
smyslu (dokazatelnost).

Formule se nazyva wvyrokove dokazatelnd z T, existuje-li jeji dikaz z T, ve
kterém se vyskutuji pouze axiomy typi (1)—(3) a odvozovaci pravidlo MP. T
se nazyva vyrokovée spornd, jestlize kazda formule je z T vyrokové dokazatelna.
Formule ¢ a v se nazyvaji dokazatelné ekvivalentni z T, je-li T ¢ < .

Lemma 3.42 Nahradime-li v tautologii vyrokove logiky viyrokové symboly li-
bovolnymi formulemi predikdtové logiky, dostaneme formuli predikdtové logiky,
kterd je vyrokovée dokazatelnd.

Diikaz. (podrobnéji prednéasky) Je-li ¢ ona tautologie, pak dle véty o tiplnosti
pro vyrokovou logiku je dokazatelna. Nahradime-li v jejim dtkazu ve vyrokové
logice vyrokové symboly zminénymi formulemi predikdtové logiky, dostaneme
dilkaz v predikatové logice, prokazujici, ze vyslednéa formule je vyrokové doka-
zatelna. a
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Priklad 3.43 Protoze p = p a p = (— p = ¢) jsou tautologie vyrokové logiky
jsou formule (Vo)r <y = Vz)Je <yay<z+y=(wy<z+y=z=0)
(vyrokoveé) dokazatelné formule predikatové logiky.

Véta 3.44 (o dedukci) Pro formuli ¢ bez volngch proménngch a mnoZinu T
Sformuli plati
T, prive kdyz T = ¢ = 1.

Dukaz. Analogicky jako pro vyrokovou logiku, viz prednasky. o

Priklad 3.45 Ukazme, Ze pozadavek, aby ¢ neméla volné proménné, je pod-
statny. [feSeni: Necht ¢ je r(x) (r je unarni rela¢ni symbol), ¥ nechf je (Va)r(zx),
T necht je prazdna mnoZina; pak uzitim pravidla generalizace dostaneme T, p -
¥, ovéem T F ¢ = 1) neplati. Kdyby to platilo, pak by dle véty o korektnosti
(kterou uvedeme za chvili) bylo T = ¢ = ¢, tj. r(z) = (Vz)r(z) by byla tauto-
logii, coz neplati (napf. neplati ve struktufe s mnozinou pfirozenych ¢isel jako
univerzem, kde r je interpretovan jako mnozina ¢isel vétsich nez 5 (nebo jakakoli
mnozina riznd od mnoziny vSech pfirozenych ¢isel)).]

3.3.1 Dalsi tvrzeni, ktera jsou analogiemi tvrzeni z vyrokové logiky

Véta o dedukci platna pro predikatovou logiku (Véta 3.44) je typickym piikla-
dem fady tvrzeni, kterd maji z naseho pohledu (znalc vyrokové logiky) nésle-
dujici charakter. Jsou analogiemi nam znamych tvrzeni z vyrokové logiky. Lisi
se v8ak od nich jednak tim, Ze v nich tvrdime néco o jinych objektech (napf. tvr-
zeni se tykaji formuli predikatové logiky, nikoli formuli vjrokové logiky), jednak
tim, ze obsahuji dodatecné predpoklady, které jsou v pripadé vyrokové logiky
zbytecné. Jde zejména o nasledujici: véta o diikazu sporem, véta o dikazu roz-
borem piipadl, véta o neutralni formuli, véta o ekvivalenci. Dobrym cvic¢enim
je zformulovat si uvedené véty pro piipad predikatové logiky a dokazat je (ana-
logicky jako ve vyrokové logice, jen je tfeba dat pozor na nékteré predpoklady,
tak jako tomu bylo u véty o dedukci).

3.3.2 Tvrzeni o formulich s kvantifikatory

Dalsi fadou tvrzeni o predikatové logice jsou tvrzeni o kvantifikdtorech. Tato
tvrzeni pochopitelné nemaji analogie ve vyrokové logice. Za¢neme nasledujicim
uziteénym tvrzenim.

Véta 3.46 (o uzavéru) Pro kazdou teoris T a formuli ¢ plati
TFy prdvé kdyz T+ (Vx)e.

Tedy, formule je dokazatelnd, prdave kdyz je dokazatelny jeji libovolny uzdver.
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Dikaz. Ptredpokladejme T F . Pak T F (Vz)p diky G (podrobnéji, je-li ..., ¢
dukaz ¢ z T, je ..., p, (Vz)p dikazem (Vz)p z T).

Predpokladejme T F (Vz)p. Protoze (Va)e = ¢ je axiom (9), kde ¢t = , je
F (Va)e = ¢, tedy T + ¢ pouzitim MP. O

Véta 3.47 Pro formule o, plati

F(Vz) (e = ¢) = (Vo) = (V)i) (16)

o~ o~

E (V) (e = ¥) = ((3z)e = (Fz)y) (17)
E(Vz)(e = ¥) & (¢ = (Va)¥) (18)
neni-li x volnd ve
E (V) (e = ¥) & ((3z)e = ) (19)
nent-li x volnd v ¢
E(Fz)(e = ¥) & (¢ = (Fx)¥) (20)
neni-li x volnd ve ¢
E (@) (e = ¥) & (Vo) = ) (21)
neni-li x volnd v ¢
= (Vz)(Yy)e & (Vy) (Vo) (22)
F (F2)Fy)e < (Fy)(Fx)y (23)
F(F2)(Vy)e < (Vy)(Fx)p (24)
Dikaz. |

Dalsi tvrzeni — viz prednasky. Ke zkousce je tfeba znat principy prace s
kvantifikdtory a umét provadét jednoduché ivahy o kvantifikdtorech v tom roz-
sahu, jak bylo probirano zejm. na cviceni (o distribuci kvantifikdtort, o zdméné
poradi kvantifikdtord a implikace, kvantifikace a negace, o zdméné poradi kvan-
tifikatori).

Na prednaskach jsme uvedli dalsi tvrzeni, uvadéjici dokazatelné formule pre-
dikatové logiky: o distribuci kvantifikdtoru, o rovnosti, o zdméné poradi kvanti-
fikatort a implikace, o zaméné potfadi kvantifikatori.

3.4 Uplnost predikatové logiky

Cilem je dostat se k vété o uplnosti (tj. “dokazatelné = vzdy pravdivé”) pro
predikatovou logiku; nejdiive uvedeme vétu o korektnosti. Uplnost poté ukazeme
metodou tzv. henkinovskych rozsifeni teorii.

Véta 3.48 (o korektnosti) Pro libovolnou teorii T a libovolnou formuli ¢ ja-
zyka teorie T plati, Ze
z Ty plyne T=o.
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Dikaz. Na stejném principu jako pro vyrokovou logiku (podrobnéji viz pred-
nasky). |

Poznamka 3.49 Jednoduchym dusledkem je fakt: sporné teorie nema model.
Totiz, kdyby byla T' sporna, pak pro kazdou formuli ¢ by platilo T F @i T = .
Dle Véty o korektnosti by muselo byt v kazdém modelu teorie T pravdivé ¢ i
- (p, coz neni mozné.

Pristoupime nyni k dikazu véty o uplnosti. Nejprve uvedeme nékolik po-
mocnych tvrzeni (sama o sobé jsou vSak zajimava).

Definice 3.50 Teorie S je rozsirenim teorie T, jestlize jazyk S obsahuje
jazyk T a je-li kazdy axiom teorie T' dokazatelny v S. Rozsifeni S teorie T
se nazyvd konzervativni , jestlize kazda formule jazyka teorie T, kterd je
dokazatelnad v S, je dokazatelnd také v T'. Teorie jsou ekwvivalentni , jestlize
jsou jedna druhé rozsifenim.

Poznamka 3.51 Snadno se ukaze, ze je-li S rozsifenim T, je kazda formule
dokazatelnd v T' dokazatelnd také v S.

Véta 3.52 (o konstantach) Je-li S rozsiteni T takové, Ze jazyk S obsahuje
nové konstanty ci, ..., cy, které jsou od sebe rizné, ale S neobsahuje nové axi-
omy. Pak pro kaZdou formuli ¢ jazyka teorie T plati

Tt pravé kdyz Sko(xi/c1, ..., xn/cn).

Dikaz. Tvrzeni dokdZeme nejdiiv pro jednu konstantu (tj. pro n = 1); pak ho
indukci rozsifime na vice konstant. Pfedpokladejme tedy n = 1 a pro jednodu-
chost piSme ¢ misto c;.

“=”: Pfedpoklddejme Thep. Necht ..., je dikaz ¢ z T. V teorii S lze
tento ditkaz prodlouzit o formule (Vz)p (G na ¢), (Vz)p = ¢(z/c) (axiom (9)),
o(z/c) (MP na ptedchozi formule). Tedy

o, (Ya)e, (Vo)p = o(x/c), p(z/c)

je dukaz z S, a proto Skp.

“<”: Necht Stp(z/c), tj. necht existuje dtikaz 1, . . ., @i formule p(z/c) z S
(tj- o = @(z/c)). Vezméme proménnou y, kterd se v tomto diikazu nevyskytuje
(tj. nevyskytuje se v zadné z ;). Indukei ukdzeme, ze v1(c/y),...,pr(c/y) je
dikaz z T.

Pfedpoklddejme tedy (indukéni predpoklad), Ze pi1(c/y),...,vi—1(c/y) je
dikaz z T a ukazme, Ze i v1(c/y), ..., pr(c/y) je dtikaz z T. Protoze @1, ..., vk
je dikaz z S, mohou nastat nasledujici pfipady.

e ; je néktery z axiomi (??7-?7): Snadno se vidi, Ze pak je v;(c/y) také axi-
omem. Je ovSem tfeba ovéfit, Ze v pfipadé axiomu (??)—(??) jsou splnény
predpoklady (to se snadno ukaze; ovéite).
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e ; je formule z S: Podle pfedpokladii jsou formule z S a z T stejné (RE-
FORMULATE), tedy ¢; je i formuli z T'. Potom ale ¢; neobsahuje kon-
stantu ¢, a tedy ¢; je totoznd s ¢;(c/y).

e ; vyplyva z predchozich formuli pomoci odvozovaciho pravidla MP nebo
G: Pokud ¢; vyplyva z ¢, a @i, (4, k < i) pomoci MP (tj. napf. p; = ¢p =
©i), pak p;(c/y) je pr(c/y) = pi(c/y) a tedy ¢i(c/y) vyplyva pomoci MP
z p;(c/y) je vr(c/y). Pokud ¢; vyplyva z ¢; (j < i) pomoci G (tj. ¢; je
(V)p;), pak wi(c/y), coz je [(Vx)p;](c/y), je rovna (Vz)[p;(c/y)], nebot
podle pfedpokladu je y rizna od z, a tedy ¢;(c/y) vyplyva z ¢;(c/y)
pomoci G.

Ukézali jsme tedy TH[p(z/c)](c/y). Protoze [¢(x/c)](c/y) je formule p(x/y),
mame THo(x/y). Je vidét, Ze x je substituovatelna za y ve formuli ¢(x/y). Proto
plati, Ze prodlouzime-li dikaz ..., ¢(z/y) z T na posloupnost

cp(/y), (Yy)e(x/y), (Vy)e(x/y) = [e(z/y)](y/x), [e(z/y)](y/z),

dostali jsme dikaz formule [p(z/y)](y/x) z T (postupné pouzitim G, axiomu
(??), MP). Uvédomime-li si, Ze [p(z/y)](y/x) je formuli ¢, vidime Th.

Nyni tvrzeni snadno rozsifime na cq, . .., c,: Zatim jsme dokazali, Ze za uve-
denych podminek plati TH¢ pravé kdyz Stp(z/c). Oznaéime-li T” teorii S (tj.
jejl jazyk obsahuje ¢1) a jako S’ teorii, kterd vznikne z S pfidanim ¢y do jazyka,
dostaneme pouzitim dokézaného tvrzeni na formuli ¢ = ¢(x1/c1), ze T'H,
pravé kdyz S’ (za/c2), tj. mdme Sto(z1/c1), pravé kdyz S'Fp(xy /e, w2/ c2).
Zaroverl mame Thyp, pravé kdyz Skp(z1/c1), tedy celkem Thyp, pravé kdyz
St (1 /1, T2 /c2). Opakovanym pouzitim této tivahy nakonec dostaneme po-
zadované tvrzeni. |

Poznamka 3.53 Specidlné tedy je za podminek Véty 3.52 S konzervativni roz-
siteni T

Definice 3.54 Formule ¢ je wariantou formule 1), jestlize existuje posloup-
nost ¢ = 601,03,...,0, = ¥ formuli tak, ze pro kazdé ¢ < n vznikne formule
0;+1 z formule 0; nahrazenim jedné podformule formule 6;, ktera je tvaru (V)y

(popt. (Fx)x) formuli (Vy)x(x/y) (popf. (Fy)x(z/y)), kde proménna y je sub-
stituovatelnd za x v x a neni volné v x.

Véta 3.55 (o variantich) Je-li ¢ varianta ¢, pak Fo < 1.

Diikaz. Viz prednasky. |
Nésleduje uzite¢né (a zajimavé) tvrzeni.
Lemma 3.56 Pro teorii T, formuli ¢ a libovolny uzdvér @ formule ¢ je

TFy prave kdyz T,—~Q je spornd.
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Diikaz. Necht T + . Dle Véty 3.46 je T + ©. Necht 1 je libovolnd formule.
Dokézeme T, = @ F 9. Mame

F %= (=% = ¢) [pouziti Lemma 3.42 na tautologii p = (= p = q)
vyrokové logiky]

Tt~%= ¢ [MP]

T'~9okvy [MP]v

coz znamend, ze T, @ je sporna.

Naopak, necht je T, = @ sporna. Pak mame

T,~ % F P [ze spornosti T, = @]

ThF~% =7 [véta o dedukci]

F (=% = ¢) = ¥ [pouziti Lemma 3.42 na tautologii (m p = p) = p
vyrokové logiky]

T+ % [MP]

T F ¢ [véta o uzévéru (Véta 3.46)]. O

Definice 3.57 Teorie T se nazyva henkinovskd 3, jestlize pro kazdou formuli
©(x) se v jazyce teorie T vyskytuje konstanta c tak, ze formule (3z)p = p(z/c)
je dokazatelnd v T'. Konstanta c se nazyva henkinovskd konstanta , (3z)p =
o(x/c) se nazyva henkinovskd formule pfislusna formuli .

Véta 3.58 (o henkinovské konstant&) Je-li p(x) formule jazyka teorie T a
je-li S rozsirent T wvzniklé pridanim (henkinovské) konstanty c, a (henkinovske)
formule (3z)p = p(z/c), pak S je konzervativnim rozsirenim teorie T

Diikaz. Ozna¢me R teorii vzniklou z T pfidanim c, (tj. S vznikne pfid4nim
(3x)p = @(z/c) k R). Necht pro formuli ¢ jazyka teorie T plati S + 1, tj.
R, (3x)¢ = ¢(x/c) + 1. Abychom prokazali konzervativnost rozsifeni S, mu-
sime dokézat Tt 1. Zvolme proménnou y, ktera se nevyskytuje v zadné z ¢ a
1. Podle Véty o dedukci mame

RE[Gr)p = p(z/co)] = ¢

a podle Véty o konstantach (uvazime-li, ze {[(Fx)p = ¢(z/y)] = ¥} (y/c,) je
[(Br)p = p(z/cy,)] = ) dale

TE[(3x)e = e(z/y)] = ¥,

z ¢ehoz pouzitim G dostaneme

(Vy)[(Fx)p = p(x/y)] = ¥,

odtud déle (podle pravidel prace s kvantifikatory)

EY[BEx)e = o(x/y)] = 1,

3L. Henkin, ...
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odtud déle (podle pravidel préice s kvantifikdtory)

[(Bz)p = By)e(x/y)] = 1,

odkud dostaneme
THy

pouzitim MP na pfedchézejici dokazatelnost. Totiz, plati - (3z)¢p = (3x)p a
dle Véty o variantach je tedy - (Fx)¢ = (y)p(z/y) (mizeme tedy aplikovat
MP). O

Véta 3.59 (o henkinovském rozSifeni) Ke kaZdé teorii existuje henkinov-
skd teorie, kterd je jejim konzervativnim rozsirenim.

Diikaz. Necht Ty je vychozi teorie. K té sestrojime henkinovské rozsifeni nésle-
dovné. Nejprve sestrojime posloupnost teorii 77,75, . .. nasledovné.

Konstrukce T;4127;: Jazykem T; 1 bude jazyk T; obohaceny o henkinovské
konstanty vSech formuli jazyka T; s jednou volnou proménnou (nasim cilem je
totiz “odstranit nehenkinovskost” T;); axiomy T;4+1 jsou axiomy 7T; a henkinov-
ské axiomy prislusné ke vsem formulim jazyka T; s jednou volnou proménnou.

Tvrdime, ze kazda T4 je konzervativnim rozsifenim 7;. Musime tedy uké-
zat, ze je-li ¢ formule jazyka T;, pro kterou T;11 F ¢, pak T; 1. Necht je tedy
Tix1 F ¢ a necht q,...,1, je pfislusny dikaz. Uvazujme vSechny konstanty
Cpyy- -1 Cpy které se vyskytuji v dikazu 11, ...,1,, ale nepatii do jazyka T;.
Uvazujme déle teorie Sy, S1, ..., Sk takové, ze So = T;, S;+1 vznikne z S; rozsi-
fenim o ¢, a prislusny henkinovsky axiom. Pak je v1,. .., 1, je dikazem v z
Sk, a tedy podle Véty o henkinovské konstanté je Sx_1 F 1, z ¢ehoz postupnou
aplikaci Véty o henkinovské konstanté dostaneme Si_o - 9, ..., Sp F 9, tj.
T, F 1.

Protoze zadné z T; jeSté nemusi byt henkinovskd (rozsifenim jazyka totiz
mohou vzniknout nové formule, které porusuji henkinovskost), uvazujme déle
T = Ui=1,2,...Ti' Primo z konstrukce T plyne, Ze je to henkinovska teorie
(ovéite). Navic je konzervativnim rozs$ifenim ptvodni Ty, nebot je-li ¢ néjaka
formule jazyka Ty a ¢1,...,¢, je dukaz 1 z T, pak je to také dikaz ¢ z né-
jakého T; (pro dostatecné velké i), a tedy z konzervativnosti T; plyne, zZe 9 je
dokazatelna z Tj. O

Definice 3.60 Teorie T' se nazyva uplna , jestlize je berzesporna a jestlize
pro kazdou uzavienou formuli ¢ je bud T+ ¢, nebo T F=n .

Véta 3.61 (o zaplnovani teorii) Ke kazZdé bezesporné teorii existuje jeji roz-
sirent se stejnym jazykem, které je uplnou teorii.

Dukaz. Predpokladejme pro jednoduchost, Ze mnoZina vSech uzavienych for-
muli daného jazyka je spocetnd (coz naptiklad plati, je-li spocetny dany jazyk;
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neni-li mnozina vSech formuli spocetné, miZeme ji tzv. dobi'e usporadat a postu-
povat odpovidajicim principem indukce), tj. vSechny uzaviené formule mizeme
uspoiddat do posloupnosti 1, ps,.... Necht T je dand bezespornd teorie. Pro
1 =1,2,... budeme sestrojovat teorie T; O T, které budou bezespornymi rozsi-
fenimi teorie T'. PoloZzme navic To = T.

Konstrukce pro dané i: Piedpoklddejme, Ze pro j < ¢ mame sestrojeny 7} 2
T, které jsou bezespornymi rozsifenimi teorie 7. Ozna¢me

s=.
i<t

Plati, Ze S je bezespornym rozsifenim 7T'. Skutecné, kdyby byla S sporna, existo-

val by z S dtkaz 1, ..., 1, néjaké vidy nepravdivé formule p. Pak ale existuje
j' < i tak, Ze veskeré predpoklady z S, které jsou prvky diikazu 1,..., ¥,
patii do Ty, tedy vn,...,%, je dikazem z T}, coz neni mozné, protoze podle

pfedpokladu je T bezesporna.

Je-li S U {¢;} bezesporna, polozme T; = S U {y¢;}. V tom piipadé je T;
bezesporné rozsireni T'.

Je-li SU{¢;} spornd, polozme T; = SU{= ¢;}. Protoze je SU {®;} sporn4,
je podle Lemma 3.56 S = ¢; (pfi aplikaci Lemma 3.56 si uvédomte, Ze @; je
uzaviend a ze S U {p;} je spornd, pravé kdyz je spornd S U {= ¢,}). Protoze
je S bezespornd, je bezesporna i T; = S U {— ¢;}.

Hledanym rozsifenim 7" je pak 7" = J,_, 5 Ti. Bezespornost T" se ukaze
podobné jako bezespornost S vyse; tplnost 7" j7e ziejma z jeho konstrukce. O

Definice 3.62 (kanonicka struktura) Kanonickd struktura My teorie T
je dana nasledovné:

e univerzem M7y je mnozina vSech uzavienych termti (tj. neobsahujicich
proménné) jazyka T’

e pro n-arni rela¢ni symbol € R je relace rM7 definovana piedpisem

(t1,...,tn) € P™M7 praveé kdyz T & r(ty, ..., tn);

e pro n-arni funkéni symbol f € F je funkce fM7 definovana piedpisem
Mt t) = f(t, ).

Poznamka 3.63 Vsimnéme si, ze v definici kanonické struktury je pouzit ele-
gantni trik: K dané teorii je definovana struktura, tj. sémanticky pojem, ktera je
vSak sestavena jen ze syntaktickych prvku a pojmi. Nosi¢em kanonické struk-
tury je mnozina vSech uzavienych termi, tedy termt, které neobsahuji pro-
ménné. Aby tedy kanonickd struktura viibec existovala, je nutné, aby jazyk dané
teorie obsahoval symboly konstant. Funkce fM7 jsou definovany jednoduse: pro
prvky t1,...,t, univerza (jsou to uzaviené termy) je vysledkem aplikace defino-
vané funkce fM7 na ty,...,t, fetézec f(t1,...,tn), coZ je uzavieny term, tedy
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prvek univerza. Konstrukce relaci 7™7 je dfimysIngjsi. Vyuziva se pii ném (ne-
trividlni) pojem dokazatelnosti. n-tice (t1,...,t,) je v relaci ¥™M7 | pravé kdyz je
formule r(t1,...,t,) dokazatelnd v teorii T

Véta 3.64 (o kanonické strukture) Je-li T dplnd henkinovskd teorie, pak
Mr je modelem T'.

Dikaz. DokéZzeme nejdiive nasledujici tvrzeni (oznacne ho (x)): pro kazdou
uzavienou instanci ¢’ formule ¢ je T F ¢', pravé kdyz ||¢'||m, = 1 (uzaviend
instance formule ¢ je kazda takova formule ¢’, kterd vznikne z ¢ aplikaci néjaké
korektni substituce, tj. nékteré proménné se nahradi termy, pfitom ¢’ je sama
uzavienou formuli; ' tedy oznacuje n&jaké korektni nahrazeni proménnych termy,
které z ¢ udéla ¢'). Z toho specialné plyne, Ze pro kazdou uzavienou formuli
je T+ ¢, pravé kdyz ||¢|lm, = 1 (nebot uzaviend formule je uzavienou instanci
sama sebe).

Déle mazeme predpokladat, ze kazda formule z T je uzaviena. Skutecné, je-li
0 uzavérem 9, je S U {¢} F ¢, pravé kdyz S U {0} ¢ (dokdze se podobnou
uvahou jako Véta o uzavéru). Tedy T dokazuje stejné formule jako teorie, ktera
z T vznikne nahrazenim formuli s volnymi proménnymi jejich uzavéry.

Z toho pak plyne, ze M7 je modelem T nésledovné. Je-li ¢ uzaviena formule
z T, pak je T F ¢, a tedy ||¢|lmy =1 (¢ je pravdivd v My) podle (x).

Zbyvé dokéazat tvrzeni (x): Tvrzeni dokdzeme strukturdlni indukei pfes .

Je-li p atomicka, tj. ¢ je tvaru r(ty,...,t,), pak tvrzeni plyne pfimo z defi-

nice 7™M7 (a z toho, Ze |¢|lmy = 1 znamend (t1,...,t,) € r™M7).
Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro ¢ a ¥ a dokazme, ze plati také pro = ¢,
p = a (Jr)p.

/

= p: Mame (= ) == (¢'), tedy T F= (') pravé kdyz (z bezespornosti a
Uplnosti T') neni T' F ', coz podle predpokladu plati pravé kdyz [|¢'||m, = 0,
coz je pravé kdyz || = (¢)|lmr = 1.

¢ = : Uvédomme si nasledujici: (a) (¢ = ¥) = ¢ = ¢'; (b) ||l¢' =
Y'||my = 1 pravé kdyz ||¢'||m, = 1 implikuje | ||m, = 1; (¢) 2z T F ¢’ = ¢/
plyne, ze T F ¢’ implikuje T + ¢’. Z toho plyne (promyslete!), Ze staéi ovéFit,
7e neplati-li T+ ' = 1), pak neplati, ze T F ¢’ implikuje T + ¢’. To ale plati.
Totiz, neplati-li T+ ¢’ = ', pak z Gplnosti T plyne T b= (¢’ = '), tedy
TEQ A tedy T+ ¢ aT b= 1)’. Z bezespornosti a tGplnosti T plyne, Ze
neplati T+ 1)’.

(3x): Je-li T+ (3z)p, pak z henkinovskosti teorie T' dostaneme pouzitim
MP, ze T + ¢(z/c). Z pfedpokladu, Ze tvrzeni plati pro ¢ (p(z/c) je uzavienou
instanci ¢), dostaneme |[p(z/c)|lm, = 1, tedy z definice je ||(Iz)p|lm, = 1.
Naopak, neni-li T'F (3z)p, pak z uplnosti T je T b= (3x) ¢, tedy T + (V) = .
Pro kazdy uzavieny term ¢ mame déle - (V) = ¢ == ¢(z/t) (nebot dotéena
dokazatelna formule je axiom (9)), pouzitim MP tedy dostaneme T k= ¢(z/t),
a protoze tvrzeni plati pro = ¢, dostavame || = ¢(x/t)||m, = 1. Protoze univer-
zum My obsahuje pouze uzaviené termy, plati pro kazdé ohodnoceni e (uvédo-
mme si, Ze jedinou volnou proménnou formule = ¢ je z), zZe | = ¢||mp.e = 1,
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tedy ||(Vz) = ¢|lmp.e = 1, a tedy ||(3x)¢|lmp,e = 0, coz bylo t¥eba dokazat.
Dtikaz (*) je hotov. O

Definice 3.65 (kanonicka struktura s rovnosti) Mz/ ~M7 — viz prednésky

Véta 3.66 (o kanonické struktuie s rovnosti) Je-li T' uplnd henkinovskd
teorie s rovnosti, pak My / ~M7 je modelem T.

Dukaz. Nebude u zkousky pozadovan. O

Poznamka 3.67 Necht teorie S je rozsifenim teorie 7. Maji-li S a T stejny
jazyk, je ziejmé kazdy model teorie S také modelem teorie T'. Je-li jazyk teorie
S bohatsi nez jazyk teorie T, tj. R C Rg nebo Fp C Fs, kde Ry, Fr a Rg, Fs
oznacuji po fadé relacni a funkéni symboly jazyka teorie T a S, je z kazdého
modelu Mg teorie S mozné vytvorit model My teorie T vypusténim prislusnych
relaci a funkci, tj. Mp = Mg, RM? = {#Ms | r € Ry}, FM? = {fMs | f € Fr}.
Zjednodusené vsak muzeme i v tomto pfipadé fikat, ze kazdy model teorie S je
také modelem teorie T

Véta 3.68 (o uplnosti) (1) KaZdd bezespornd teorie md model. (2) Pro kaz-
dou teorii T a kaZdou formuli ¢ plati, Ze

je-li T = ¢, pak T + .

Dikaz. (1) Necht T je bezesporné teorie. Dle Véty 3.59 existuje jeji henkinovské
rozsifeni T”, které je jejim konzervativnim rozsifenim. ProtoZe T" je konzerva-
tivn{ rozsiteni, plyne z bezespornosti T', ze T je také bezesporna (kdyby byla T’
spornd, platilo by pro jakoukoli formuli ¢ jazyka teorie T, ze T' + @i T' b= . Z
konzervativnosti by déale plynulo, Ze T+ ¢ i T k= ¢, a tedy T by byla sporna).
Dle Véty 3.61 existuje rozsifeni T teorie T”, které ma stejny jazyk jako teorie
T’ a je tiplnou teorii. ProtoZe je T” henkinovska teorie, je henkinovska i 7. Dle
Véty 3.64, popf. Véty 3.66 (pokud se jedna o jazyk s rovnosti), existuje model
teorie T”. Ten je v8ak také modelem teorie T' (viz Pozndmku 3.67).

(2) Ozna¢me P libovolny uzévér formule . Kdyby neplatilo T F ¢, pak
by teorie T, = ¥ byla dle Lemma 3.56 bezesporni. Podle (1) by tedy T, @
meéla model M. V M je pravdiva — p, tedy je v ném nepravdiva @. Protoze ve
struktufe je formule pravdiva, pravé kdyz je v ni pravdivy jeji uzavér, je v M
nepravdiva formule ¢. M je tedy modelem teorie T', ve kterém neplati ¢, coz je
spor s pfedpokladem T = ¢. O

Teorie T je mnozina formuli. Podteorie S dané teorie je jeji podmnozina (tj.
SCT).

Véta 3.69 (o kompaktnosti) Teorie md model, pravé kdyz kaZdd jeji konecnd
podteorie mad model.
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3.5 Prenexni tvar, dokazatelnost v predikatové logice vs.
vyrokova dokazatelnost

Toto nebylo v pfednaskach (1), u zkousky nebude obsah sekce 3.5 pozadovan.
Nasledujici vysledky jsou mimo jiné vyznamné pro logické zaklady tzv. au-
tomatizovaného dokazovani. Prenexni tvar jej jistou normalni formou formule,
Hilbert-Ackermannova a Herbrandova véta prevadéji pro urcité pripady doka-
Teorie se nazyva oteviend, jsou-li vSechny jeji axiomy oteviené formule. In-
stance dané formule je formule, ktera z dané formule vznikne korektni substituci
termi za proménné.

Véta 3.70 (Hilbert-Ackermannova) Oteviend teorie T' je spornd, prdvé kdyz
ezistuje konecnd teorie S se stejngm jazykem jako T, kterd md za axiomy pouze
instance axiomi rovnosti a instance axiomu teorie T a kterd je vyrokové spornd.

Dukaz. Nebude u zkousky pozadovan. O

Definice 3.71 Formule je v prenexnim tvaru , je-li ve tvaru (Q121) . . . (Qnn)p,
kde Q; je bud V nebo 3, z; jsou navzijem rtizné proménné a formule ¢ je ote-
viend (tj. neobsahuje kvantifikdtory) ; (Q1z1)...(Qnzy,) se nazyva prefix, ¢
jadro.

Priklad 3.72 Formule (Vz)(Vy)(3z)(Vu)(r(z,y,u) < f(y)) je v prenexnim tvaru;
formule (V2)(3y)(r(y) Vv (Vz)s(y)) ani (Va)(Vy)(3z)r(zr,y) nejsou.

Véta 3.73 (o prenexnim tvaru) Ke kaZdé formuli ¢ existuje formule ¢ v
prenexnim tvaru tak, Ze - o < .

Dikaz. Pro kazdou formuli ¢ = g sestrojime pomoci postupnych tprav po-
sloupnost vzajemné ekvivalentnich formuli ¢g, 1, ..., @n tak, ¢; je ekvivalentni
S ©it1 a @y je v prenexnim tvaru. Upravy jsou takové, ze prevadéji kvantifiké-
tory na zacatek formule. Snadno se vidi, Ze 1ze uvazovat jen nasledujici ptipady:

Neni-li ¢; v prenexnim tvaru, obsahuje podformuli tvaru « (Qz)x nebo
(Qz)x = ¥ nebo x = (Qx)¥ (Q je néktery kvantifikitor). Tuto podformuli
nahradime ve @; s ni ekvivalentni formuli a dostaneme ¢;11. Necht k @ je Q’
ten druhy kvantifikator (tj. V' je 3 a T je V).

Podformuli tvaru = (Qz)x nahradime (Q'z) = x.

U podformule tvaru (Qz)x = ¥ (popf. x = (Qz)y) nejprve pfejmenujeme
proménné tak, aby (Qz)x a ¢ (popf. x a (Qx)1) neobsahovaly spolecné pro-
ménné. Pfejmenovanim ziskand formule (Qy)x' = ¢’ (popf. X' = (Qu)v’)
je ekvivalentni s (Qx)x = v (popf. x = (Qx)¥). Formule (Qy)x' = ¢’
(popt. X' = (Qy)¢’) je dale dle vétu o zdméné potradi kvantifikitoru a im-
plikace ekvivalentni formuli (Q'y)(x’ = ¥') (popt. (Qy)(x’ = v')). Podformuli
(Qz)x = ¢ nahradime formuli (Q'y)(x' = ¢'), podformuli y = (Qx)v nahra-

dime (Qy)(x' = v'). 0

Diikaz predchozi véty ma konstruktivni charakter:
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Priklad 3.74 Pievedte formuli (Vy)[(Vz)(3x)r(z,y) = (Vz) = (Vy)s(x,y)] do

prenexniho tvaru. Nejprve presuneme negaci a ziskame (Vy)[(Vz)(3x)r(z,y) =

(Vz)(Jy) = s(x,y)]. V podformuli [(Vz)(3z)r(z,y) = (Vz)(Jy) = s(z,y)] prove-

deme pfeznaceni dostaneme [(Vz)(3x)r(x,y) = (Va')(Jy’) = s(2’,y")]. Provede-

nim tprav v této formuli dostaneme s ni ekvivalentni formuli (3z)(Vz) (Va' ) (3z) [r(z,y) =
s(z’,y")]. Celkem je tedy ptvodni formule ekvivalentni formuli (V)(3z)(Vz)(Vz') (32 [r(z,y) =
s(z',y')], kterd jiz je v prenexnim tvaru.

Necht ¢ je uzaviend formule v prenexnim tvaru. Indukci budeme defino-
vat formuli ¢° (tzv. skolemovskou variantuformule ¢); ta bude stale v pre-
nexni formé, nebude obsahovat existencni kvantifikatory, ale bude mozna ob-
sahovat nové funkéni symboly (ptijde tedy o formuli nad rozsifenym jazykem).
Neobsahuje-li ¢ existen¢ni kvantifikitory, je ¢° p¥imo formule ¢. Pfedpokla-
dejme, Ze ¢ obsahuje existenéni kvantifikitory, ze je ve tvaru (Va1) ... (Va,,)(3y)y
aze x° je ji6 definovano pro kazdou formuli y, kterd ma méné existenénich kvan-
tifikatorti nez . Formuli ¢ bude formule [(Vzy)... (Yo, )Y (y/f(z1,. .., 2:))]°,
kde f je novy n-arni funkéni symbol.

Formule ¢ je tedy tvaru (Vay ...z,)%, kde 1) neobsahuje kvantifikatory. v
pak nazjvame otevienou skolemovskou variantou formule ¢ a znacime p©3.

Priklad 3.75 Sestrojte skolemovskou variantu formule (Vz)(Jy)(Vz)(Vu)(Fv) (Vw)[r(x,y) V
(9(z,v) < h(u,w))]. [FeSeni: je to napt. formule (Vz, z, u, w)[r(z, f1(x)) V (9(z, f2(z, z,u)) <
h(u,w))], kde f1, f2 jsou nové funkéni symboly.]

Véta 3.76 (Herbrandova) Pro uzavienou formuli ¢ v preneznim tvaru je b
w, prave kdyzZ existuje konecnd vyrokové spornd teorie T, kterd obsahuje pouze
instance formule (- ©)°% a instance aziomi rovnosti.

Dukaz. Nebude u zkousky pozadovan. O

4 Uvod do fuzzy logiky

Proc¢ potiebujeme fuzzy logiku? Co je zakladni motivaci.

e Klasicka logika nestac¢i pfi modelovani tzv. vagnich tvrzeni, napi. “Petr
je velky.”, “Teplota je vysokd”. Uvedena tvrzeni ¢asto intuitivné povazu-
jeme za ani aplné nepravdiva, ani aplné pravdiva, tj. za tvrzeni, jejichz
pravdivostni hodnota lezi mezi 0 a 1, napt. je to 0.9 (skoro pravda), 0.5
naptl pravda, 0.1 (skoro nepravda).

e S vagnimi tvrzenimi se setkdme témér pii kazdém popisu realného svéta.
Jde tedy o netrivialni a Sirokou oblast.

e Jako prvni se uvedenou problematikou z pohledu moznych aplikaci zabyval
Lotfi A. Zadeh (dnes stéle aktivni jako profesor na University of California
v Berkley) v nesmirné vlivné praci “Fuzzy sets. Information and Control
(1965)”.
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Fuzzy logika je dnes bohaté rozvinuta jak po strance komeréné tspésnych
aplikaci (zejm. fuzzy regulatory), tak po strance teoretickych zakladi.

Problém volby struktur pravdivostnich hodnot, zakladni pozadavky.

Mnozinu pravdivostnich hodnot budeme znacit L. Pfirozené pozadujeme,
aby 0,1 € L (0 oznac¢uje “(iplnd) nepravda”, 1 oznacuje “(iplnd) pravda”).
Pozadujeme, aby L byla ¢asteéné usporadana relaci <.

Piiklady. L = [0,1]; L = {0,1} (klasickd logika); L je koneény Fetézec
(napf. podmnozina [0,1]); L = {0,1} x {0,1} s uspotdadanim po slozkach
(pak (a,b) reprezentuje napf. ndzor dvou expertl, prvni fikd a, druhy b,
to je prirozeny priklad nelinedrné usporadané struktury pravdivostnich
hodnot).

Dalsi pozadavky: Musi existovat operace na L modelujici logické spojky
(zejm. ® pro konjunkci, — pro implikaci, ). Tyto operace by mély mit
prirozené vlastnosti odpovidajici vlastnostem pozadovanym po logickych
spojkach.

Ukazme si, jak lze timto zptsobem dojit k jedné ze zdkladnich struk-
tur pravdivostnich hodnot ve fuzzy logice, k tzv. reziduovanym svazum.
Zacénéme pozadavky, které by méla spliovat operace ®. Je-li ® symbol
spojky konjunkce, pak pfirozené chceme, aby se pravdivostni hodnota
l¢ ® 9| konjunkce formuli ¢ a ¢ dala vypocitat pomoci operace ® z
pravdivostni hodnoty ||| formule ¢ a pravdivostni hodnoty ||1|| formule
. Chceme tedy mit |[¢ ® ¥|| = [|¢| ®||¢|. Dale je prirozené pozado-
vat, aby ® byla komutativni (tj. aby platilo a ® b = b® a; chceme totiz,
aby pravdivostni hodnota formule ¢ ® 1 byla stejna jako pravdivostni
hodnota formule ¥ ® ¢, oznacime-li a = ||¢||, b = [[¢]|, pak vlastné
cheeme a®b = [l @ [[¥[] = o ® ¥[| = v ® of| = [¥]| @]l¢l| =b®a,
tedy chceme komutativitu ®). Z podobného divodu chceme, aby ® byla

asociativni. Dalsim pozadavkem je a®1 = a (nebot chceme, aby pro
“4plné” pravdivou formuli 7, tj. ||7|| = 1, a libovolnou formuli ¢ pla-
tilo || ® 7| = |l¢||). Operace ® by déle méla byt monoténni, tj. mélo

by platit, Ze z a1 < az a by < by plyne a1 ® b1 < a2 ® by (chceme totiz,
aby pravdivostni hodnota konjunkce rostla s pravdivostnimi hodnotami
konjungovanych formuli). Dalsi pozadavek, ktery vSak nerozvedeme do
detailu, se tyka vztahu operaci ® a —. Lze ukazat, Ze chceme-li, aby i ve
fuzzy logice “dobfe fungovalo” pravidlo modus ponens, vede to na pozada-
vek, aby platilo, ze a ® b < ¢ pravé kdyz a < b — c. Poslednim pozadavkem
je, aby v L existovala vzhledem k uspofadani < infima i suprema libovol-
nych podmnozin (tj. aby existovala A K a \/ K pro libovolnou K C L).
Tento pozadavek plyne z toho, Ze chceme pfirozenym zpusobem definovat
pravdivostni hodnoty formuli (Vz)y a (3x)¢. Ukazme to na jednoduchém
piikladé: Mé&jme tvrzeni ¢; (i € I), kazdé z nich necht ma pravdivostni
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hodnotu ||¢;]|. Co by mélo byt pravdivostni hodnotou tvrzeni “pro kazdé
i € I plati ;7?7 Pfirozeny argument 7ikd, Ze by to méla byt nejmensi ze
vech ||¢;|| a pokud tato neexistuje, pak by to mélo byt infimum A, ; [|¢il|.
Podobné dojdeme od tvrzeni “existuje i € I tak, ze plati ¢;” k pozadavku
existence suprem.

Reziduované svazy a t-normy VysSe uvedené pozadavky na strukturu prav-
divostnich hodnot vedou k nésledujici definici.

Definice 4.1 Uplnj reziduovany svaz je strukturaL = (L, A, V,®, —,0, 1),
kde

(1) (L,A,V,0,1) je Gplny svaz (s nejmensim prvkem 0 a nejvétsim prvkem 1),

(2) (L,®,1) je komutativni monoid (tj. ® je bindrni operace na L, ktera je
komutativni, asociativni a plati a® 1 = a),

(3) ®, — jsou bindrni operace na L (nazyvané “nasobeni” a “reziduum”) spl-
fujici a ®b < ¢ pravé kdyz a < b — ¢ (tzv. podminka adjunkce).

Vsimnéme si, ze uplné reziduované svazy vyhovuji vyse formulovanym poza-
davkim. Kazdy pozadavek se zde objevuje jako jedna z podminek, které musi
uplny reziduovany svaz spliiovat. To vSak neplati beze zbytku: napi. se v definici
reziduovaného svazu neobjevuje pozadavek, aby ® byla monoténni. Monotdén-
nost ® v reziduovaném svazu vzdy plati (Ize to dokazat z ostatnich podminek).

Uvedeme pfiklady uplnych reziduovanych svazii, které se nejcastéji pouzivaji.

Mezi nejcastéji pouzivané struktury pravdivostnich hodnot patii ty, které
maji za nosi¢ redlny interval [0,1] s pfirozenym uspofddanim, tedy a A b =
min(a,b), Vb = max(a, b). Na nich se pouzivaji t¥i pdry adjungovanych operaci
® a —: Lukasiewiczovy operace (a ® b = max(a+b—1,0),a — b =min(l —a+
b, 1)), Godelovy operace (a ®b = min(a,b), a — b =1 pro a < b a = b jinak),
soucinové operace (a®b=a-b, a — b=1pro a < b a = b/a jinak).

Dalsi dulezitou mnoZinou pravdivostnich hodnot je {ap = 0,a1,...,a, =1}
(ao < --- < ap) se dvéma pary adjungovanych operaci: ar ® a; = Gmax(k+i—n,0)
aap — A = Gmin(n—k+l,n) (PTV0I); A ® @1 = Amin(r,) & Gx — G = Ay PrO

ar < aj a a, — a; = q; jinak (drubd, ta vznikne restrikcemi Gédelovych operaci
na mnozinu {ap = 0,a1,...,a, = 1}).

Je-li L = {0,1}, ® je operace klasické konjunkce a — je operace klasické
implikace, pak piislusny reziduovany svaz (ve které je uspofadani dano vztahem
0 < 1) je svazem pravdivostnich hodnot klasické logiky (a je to az na jinym
zplsobem definované operace dvouprvkova Booleova algebra). Obecnéji plati,
ze Booleovy algebry jsou “vlastné” reziduované svazy. Presnéji, pfipomenmé,
Ze Booleova algebra je (resp. byva tak nej¢astéji definovana) svaz s 0 a 1 (0 je
nejmensi a 1 nejvétsi prvek svazu), ktery je distributivni (tj. plati aA(bVe) = (aA
b)V(aAc)) a komplementarni (tj. existuje undrni operace’ zvand komplementace
splitujici a A @’ = 0 a a Va' = 1). Nyni plati, Ze je-li B = (B,A,V,,0,1)
Booleova algebra, pak definijeme-li L := B, a®b :=aAb, a — b :=ad Vb,
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je L = (L,A\,V,®,—,0,1) reziduovany svaz splitujici a ®b = a A b a a’ = a.
Naopak, je-li L = (L, A, V,®, —,0, 1) reziduovany svaz spliiujici a@b=a A b a
a” = a, pak definujeme-li B:= Laa :=a—0,je B=(B,A,V,,0,1) Booleova
algebra. Vidime tedy, Ze reziduované svazy jsou bohaté struktury zahrnujici
napf. Booleovy algebry (ale také dalsi vyznamné algebraické struktury jako
napt. Heytingovy algebry, MV-algebry, algebry tzv. linedrni logiky a dalsi).

Definice 4.2 t-norma je operace ® : [0,1] x [0,1] — [0,1], kterd je komu-
tativni, asociativni, monoténni a spliujici x ® 1 = 1. t-norma se nazyva zleva
spojitd (spojitd), jsou-li obé funkce a ® - a - ® a zleva spojité (spojité).

Vyse uvedené operace ® (Lukasiewicz, Godel (minimum) a soucin) jsou t-
normy, dokonce spojité (ovéite!).

Véta 4.3 ([0,1], min, max, ®, —,0,1) je dplny reziduovany svaz, privé kdyZ ®
je zleva spojitd t-norma a — je dano vztahem

a— b=sup{c| a®c <b}.

Ovéite, Ze uvedeny vztah mezi — a ® v pfipadé Lukasiewicz, Godel (mini-
mum) a product (soucin) plati.

Tak napiiklad vySe uvedené Lukasiewicz, Godel (minimum) a product (sou-
¢in) jsou spojité t-normy. Plati, ze kazdou spojitou t-normu lze ze tii vyse
uvedenych ziskat jednoduchou konstrukei.

V reziduovaném svazu definujmeme nékteré odvozené operace. Mezi nejdi-

vvvvvv

a—b=(a—>bAb—a)

—a =a — 0.

Odvodte formule pro «» a — pro pfipady Lukasiewicz, Godel a soudin.

Vyrokova fuzzy logika: dvé pojeti syntaxe, zejména ale neohodnocena
syntaxe; sémantika. Existuje mnoho tzv. fuzzy logik. Kazd4 fuzzy logika je
dana néjakou tfidou £ struktur pravdivostnich hodnot. TTida £ je dana néja-
kymi dodateénymi pozadavky kladenymi na logické spojky (resp. operace na
L). Tak napiiklad chceme-li, aby platilo =—a = a (tzv. zdkon dvoji negace),
omezime se na t¥idu £ pravdivostnich hodnot definovanou £ = {L | L je tplny
reziduovany svaz spliiujici ——a = a}. Dal$im pozadavkem muZe byt, aby L
byla linedrné uspofadana apod. Z vyse uvedeného je patrné, ze pozadujeme-li
——a =a aa®b=aAb, pak L sestava pravé z uplnych Booleovych algeber.
Pozadujeme-li navic, aby mnoziny pravdivostnich hodnot byly linearné uspo-
Ffadané, obsahuje L jedinou strukturu pravdivostnich hodnot—dvouprvkovou
Booleovu algebru, tj. strukturu pravdivostnich hodnot klasické logiky.
V dalsim se budeme zabyvat zakladnimi pojetimi fuzzy logiky.
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Neohodnocena syntaxe. Necht £ je tedy n&jakéd tiida struktur pravdi-
vostnich hodnot, nap¥. £ je t¥ida vSech reziduovanych svazi na [0, 1] se spojitou
t-normou ®. Jazyk fuzzy logiky s neohodnocenou syntaxi obsahuje na rozdil
od jazyka klasické vyrokové logiky tyto symboly spojek: ®, =, A, V, déale sym-
boly nékterych pravdivostnich hodnot, napf. 0, 1 (a mizeme chtit @ pro kazdé
a € [0,1]). Je-li L € £ struktura pravdivostnich hodnot, pak L-ohodnoceni e je
libovolné zobrazeni z mnoziny vSech vyrokovych symbolti do mnoziny L vSech
pravdivostnich hodnot, tj. pro vyrokovy symbol p je e(p) € L chipana jako
pravdivostni hodnota tvrzeni, které je oznaceno p.

Formule jsou definovany jako obvykle (kazdy vyrokovy symbol je formule;
0 a 1 (a obecné a) jsou formule; jsou-li ¢, formule, pak (¢ ® ¥), (¢ = V),
(¢ A ), (¢ V) jsou formule).

Pravdivostni hodnota formule ¢ pii ohodnoceni e se definuje nasledovné:
Iplle = e(p); [10=0 a [[1fe = 1 (a obecné [aflc = a) jsou formule; [l ® ¥l =
12lle @ (¥l 2 = Blle = I2lle = [¥ler 10 A Blle = lelle A ller 1V Dl =

l[elle VI ]le-
Formule ¢ se nazyva: L-tautologie, pokud ||¢|| = 1 pro kazdé L-ohodnoceni

e; L-tautologie (popf. pouze tautologie, pokud je £ zfejmé z kontextu), pokud
je to L-tautologie pro kazdou L € L.

Priklad 4.4 Presvédcte se, ze je-li L jednoprvkova, jejimz jedinym prvkem L
je dvouprvkova Booleova algebra, pak vysSe uvedené pojmy se shoduji s odpo-
vidajicimi pojmy z klasické logiky (specidlné: pojem pravdivostni hodnota for-
mule; tautologie v klasické logice jsou pravé L-tautologie). Tedy klasicka logika
“vznikne” z obecné fuzzy logiky vhodnou parametrizaci (volbou £).

Piiklad 4.5 Uvazujte L uvedené vySe (Lukasiewicz, minimum, sou¢in). Na-
piste priklady formuli, zadejte rizna ohodnoceni e, urcete pravdivostni hod-
noty téchto formuli. Najdéte formule, které jsou tautologiemi klasické logiky,
ale nejsou L-tautologiemi pro Lukasiewicz, minimum, soucin.

Pfi tomto pristupu je mozné zcela obdobné, jak jsme provedli ve vyrokové
logice, zavést pojem diikazu a pojem dokazatelné formule (z dané teorie; teorie
je mnozina formuli; pravidlo modus ponens je stejné jako ve vyrokové logice,
tj. “z ¢ a p = ¥ odvod 9”). Véta o korektnosti tplnosti ma pak nasledujici
tvar: Formule ¢ je L-tautologii, praveé kdyz je dokazatelnd z prislusnych axiomi
(jejich podoba je z&visld na £; zde nebudeme rozvadét).

Ohodnocena syntaxe. To je jiny piistup, z hlediska celkového pojeti fuzzy
pristupu je prirozenéjsi. Pracujeme zde s jednou pevnou strukturou L pravdi-
vostnich hodnot. Ohodnocend formule je dvojice {p, a), kde ¢ je formule podle
definice vyse (tj. jako u neohodnocené syntaxe) a a je pravdivostni hodnota. Na-
misto s formulemi se pracuje s ohodnocenymi formulemi. Pak teorie je mnozina
ohodnocenych formuli a to, Ze (p, a) patii do teorie, ¥ikd, ze formuli ¢ povazu-
jeme za pravdivou aspoil ve stupni a. Podobné axiomy jsou ohodnocené formule.
Poznamenejme, Ze misto teorie jakoZto mnoziny ohodnocenych formuli je mozné
uvazovat teorie jako fuzzy mnoziny (neohodnocenych) formuli (Ze (p, a) patii do
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teorie jakozto mnoziny ohodnocenych formuli je stejné jako Ze formule ¢ patii
do teorie jakoZto fuzzy mnoZiny formuli ve stupni a); podobné misto mnoziny
axiomu jako ohodnocenych formuli miZeme uvazovat fuzzy mnozinu axiomu
jakozto (neohodnocenych) formuli.

Diikaz z teorie je pak posloupnost ohodnocenych formuli spliiujicich podobné
podminky jako ditkaz v neohodnoceném pojeti. Specialné pravidlo modus po-
nens ki “z {(p,a) a (¢ = 9, b) odvod (¥,a®b)”. Podrobnéji, dikaz z mnoziny
A axiomu a z teorie T je posloupnost

<301,Cl1>7 ) <30n7an>

splitujici pro kazdé i = 1,...,n, ze bud (1) (@i, a;) je axiom (patii do A) nebo (2)
(i, a;) je predpoklad (pat¥i do T') nebo (3) (¢, a;) vznikl aplikaci odvozovaciho
pravidla na pfedchozi prvky dikazu. Konéi-li takovy dikaz ohodnocenou formuli
(p, a), Fikdme mu dikaz ¢ ve stupni a. Mize se stit (a je to pfirozené), Ze pro
¢ existuje celd fada ditikazti konéicich (¢, a;) (Gim vétsi a;, tim je ten dikaz
lepsi; (p,1) znamend, Ze ¢ je dokdzdno “Uplné”, tj. ze jsme dokdzali, Ze ¢ je
uplné pravdivé). Stuperni dokazatelnosti ¢ z dané teorie je pak definovan jako
supremum vsech a;, pro kterd existuje diikaz konéici (p,a;). Véta o Gplnosti,
pak fikd, ze stupen dokazatelnosti dané formule je roven stupni tautologi¢nosti
(pravdivosti) dané formule. Pfitom stupen tautologi¢nosti formule ¢ je dén jako
infimum v8ech ||¢|| pro v8echna mozné L-ohodnoceni e.

Uvod do predikatové fuzzy logiky (NEBUDE U ZKOUSKY POZADO-
VANO)

syntax, sémantika, fuzzy mnoZiny a fuzzy relace, zejm. binarni fuzzy relace
na mnoziné, zejm. fuzzy ekvivalence (pro modelovani podobnosti)

jsou tzv. fuzzy regulatory a tzv. pravidlové fuzzy systémy. Ty nalezly zejména v
Japonsku zac¢atkem 90. let rozsdhlé komercéni uplatnéni. Dokumentuje to fakt,
ze slovo “fuzzy” bylo v té dobé zvoleno v Japonsku slovem roku.

Co je to fuzzy regulator? Motivace, jednoduchy piipad [VIZ PREDNASKY]

Poznamka 4.6 Duvody uspéchu: NE - blizkost fuzzy pfistupu vychodnimu
mysleni; ANO - povaha japonského trhu (vstficny novinkdm), p¥iznivé okol-
nosti (nizka cena senzort), koncepéni jednoduchost (umoznila rychlé vzdélani
inzenyri)

Mezi nejvyznamnéjsi aplikace pravidlovych fuzzy systému a fuzzy regulatortu
patii nasledujici:

e spottebni elektronika (fuzzy pracka (tu je mozné zakoupit i v CR), fuzzy
mycka, fuzzy vysavag, fuzzy kamera apod.)
e Fizeni metra v Japonskych méstech (fuzzy reguldtor zajistuje plynulé roz-

jizdéni a brzdéni, lepsi nez ¢lovek)
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e Fizeni velké primyslové helikoptéry ovladané hlasem (prof. Michio Su-
geno); tuto tlohu se klasickymi metodami nepodatilo vyfesit

e Fizeni velkych pramyslovych systému (napf. pece)

Obecnéji lze tici, ze hlavni aplikace fuzzy logiky tvofi fuzzy rela¢ni mode-
lovani (pravidlové fuzzy systémy jsou piikladem), tj. modelovani pomoci fuzzy
relaci. Kromé zminénych pravidlovych fuzzy systému se jedna o

e rozhodovani;
e information retrieval a vyhledavéni;

e shlukovani, rozpoznavani.

Pro omezeny rozsah textu se nestihneme vénovat zajimavé oblasti apli-
kaci fuzzy logiky, kterou je fuzzy logické programovani. Jde o rozsifeni kla-
sického logického programovani o principy fuzzy modelovani (zejména: data-
béaze fakti muze obsahovat fakt s néjakym stupném pravdivosti, napf. fakt
jeUsporny(octavial9TDI) se stupném 0.9, fakt jeUsporny(octavialdMPI) se
stupném 0.3). Problematika se rozviji.

5 Uvod do modalni logiky

Zakladni motivace. Klasickd logika nemé prostiedky k formalizaci tvrzeni
obsahujicich modality, napf. “je mozné, ze ...”, “je nutné, ze ...”. Rozsifeni
klasické logiky, kde toto je mozné, se nazyva modalni logika. Modalni logika
nasla uplatnéni ve formalizaci znalostnich systémt a systému, které pracuji s
¢asem (tzv. temporalni logika, viz déle).

Zaklady syntaxe a sémantiky modalni logiky Zaméiime se na vyro-
kovou modalni logiku. Oproti jazyku klasické vyrokové logiky obsahuje jazyk
modalni logiky navic unarni spojky O (dp se ¢te “je mozné, ze ¢”) a o (op
se Cte “je mozné, ze ¢”). Definice formule se pfislusnym zptsobem rozsifi (tj.
pridame pravidlo “je-li ¢ formule, jsou i Oy a o¢@” formule).

Konkrétni vyznam Op muze byt “je znadmo, ze ¢”, “véii se, ze ¢”, “vzdy v
budoucnosti byde platit ¢” apod.

Sémantika modalni logiky je zaloZena na pojmu mozny svét. Mozny sveét
je obecné kategorie (v jednom mozném svété miize v dany okamzik prset, ve
druhém ne, apod.), kterd mé fadu interpretaci. Mozné svéty mohou byt ¢asové
okamziky, mohou reprezentovat nazory jednotlivych experti (co moZny svét, to
expert) apod.

Definice 5.1 Kripkeho struktura pro vyrokovou modalni logiku je trojice
K = (W,e,r), kde W # () je mnozina moznjch svéti, e je zobrazeni pfifazu-
jict kazdému w € W a kazdému vyrokovému symbolu p pravdivostni hodnotu
e(w, p) (p je/neni pravdivé ve w), r C W x W je relace dosazitelnosti ({(w,w’) € r
znamena, ze z w je mozné dostat se do w’).
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Definujeme pravdivostni hodnotu ||¢[/k ., formule ¢ v K v mozném svété w
takto: ||p|lk,w = e(w,p) (pro vyrokovy symbol); ||¢ A Y|k = 1, pravé kdyz
lelkw =1 a ||¢]lkw =1 (tedy jako v klasické logice) a podobné pro ostatni
vyrokové spojky; ||0¢llk,w = 1, pravé kdyz ||¢|lk.. = 1 pro kazdy v € W,
pro ktery (w,v) € r (tj. “je nutné, ze ¢” znamend, Ze ¢ je pravdiva v kazdém
mozném svété dosazitelném z w); || ¢ ¢|lk,w = 1, pravé kdyz ||¢|k,, = 1 pro
néjaky v € W, pro ktery (w,v) € r (tj. “je mozné, Ze ¢’ znamend, Ze ¢ je
pravdiva v néjakém mozném svété dosazitelném z w).

Ukazte, ze Op a m o 7 ¢ (a dudlné) maji stejné pravdivostni hodnoty. Tedy,
mizeme zacit jen s O a definovat ¢ jako odvozenou (nebo naopak).

Piiklad 5.2 (1) Pro r = W x W (kazdy svét je dosazitelny z kazdého) se
piislusna logika nazyva logika znalosti (the logic of knowledge).

(2) Plati-li pro n&jaké W C W, ze r = W x W', nazyva se prislusna logika
logika domnéni (logic of belief).

(3) r je reflexivni, tranzitivni a plati, ze pro kazdé v,w € W je (v,w) € r
nebo (w,v) € r. Pak se odpovidajici logika nazyvéa logika casu (temporalni
logika, temporal logic, tense logic); w € W se chapou jako ¢asové okamziky.
Existuji ale i jiné systémy logiky ¢asu. Poznamenejme, Ze ||O¢|k,. = 1 pak
znamena, ze ¢ je pravdiva ve vSech asovych okamzicich poéinaje w. Pro r—1
pak ||O¢||k,w = 1 znamend, ze ¢ je pravdiva ve vSech ¢asovych okamzicich az
po w. Co pak znamena || ¢ p|/k,» = 17

Ukazte, ze v pfipadech (1) a (2) nezavisi ||¢|k,» na w (tj. je stejnd pro
vSechna w).

Déle ukazte, Ze pro (1) maji formule O(¢ = v) = (Op = Ov), Op = OO,
op = 0o, Op = ¢ pravdivostni hodnotu 1 pro kazdé K a w.

6 Logické programovani a Prolog

A logic program is a set of axioms, or rules, defining relation-
ships between objects. A computation of a logic program is a de-
duction of consequences of the program. A program defines a set of
consequences, which is its meaning. The art of logic programming
is constructing concise and elegant programs that have the desired
meaning.

Sterling and Shapiro: The Art of Prolog

V této Casti se seznamime se zaklady logického programovéni a programova-
ciho jazyka Prolog. Predpoklada se znalost zdkladnich pojmi predikatové logiky.
Pokud ji ¢tendf nemé, muze Cist dale, ale nékterym pojmim bude rozumét jen
intuitivné.
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6.1 Co je logické programovani: zakladni koncepce a his-
torie

Logické programovani je jednim z paradigmat programovani. Zcela se lisi od
ostatnich paradigmat. Logické programovani budeme demonstrovat na prikladé
jazyka Prolog.

Prolog vznikl zac¢atkem 70. let ve Francii (Marseille). Vyznamnym mezni-
kem byl japonsky projekt pocitact 5. generace, ve kterém byl Prolog vybran
jako zakladni jazyk logického procesoru centralni jednotky pocitace. Prestoze
japonsky projekt nesplnil zcela ocekavani, stal se Prolog vyznamnym jazykem
predevsim pro programovani tloh umélé inteligence.

Dnes existuje celd fada implementaci Prologu. My se budeme drzet zaklad-
niho “jadra”, které je spole¢né vétsiné implementaci.

Uvidime, ze programovat v Prologu vyzaduje “odlisny zptisob mysleni”.
Proto si budeme pfed podrobnéjsim vykladem jazyka Prolog na ptikladech ilu-
strovat jeho zakladni rysy.

Program a vypocet v logickém programovani Zakladni koncepci logic-
kého programovani vyjadiuje nasledujici dvojice “rovnosti”:

program = mnozina axiomu

vypocet =  konstruktivni dikaz uzivatelem zadaného cile,

nebo volngji: program je souborem tvrzeni, kterymi programéator (uzivatel, ex-
pert) popisuje ur¢itou ¢ast okolniho svéta; vypocet nad danym programem,
ktery je iniciovan zadanim dotazu, je hledani dikazu dotazu z daného souboru
tvrzeni.

Poznamenejme, ze uvedena koncepce neni viibec nova. Jeji pocatky sahaji az
k Leibnizovi a jeho projektu tzv. mathesis universalis, tj. univerzalniho jazyka,
ve kterém bude mozné zachytit veskerou znalost lidstva. Podle Leibnize by pak
mélo byt mozné vytvofit automaticky stroj, ktery pro dané tvrzeni (dotaz) zjisti,
zda dotaz logicky vyplyva z daného souboru znamych faktt. Teprve vysledky
logiky ze zacatku 20. stoleti ukézaly meze a moznosti Leibnizovy predstavy
(podrobnéjsi diskuze je nad ramec tohoto textu; ¢tenafe odkazuji napf. na [6]).

Presto, Ze je to koncepce prirozena, doznala praktické realizace, jak bylo
uvedeno, az v 70. letech 20. stoleti.

Shriime a dopliime nyni zékladni rysy logického programovani:

e logicky program je kone¢nd mnozina formuli (tvrzeni popisujici okolni re-
alitu; formule maji specialni tvar)

e vypocet je zahdjen zaddnim formule-dotazu (tu zadava uzivatel)

e cilem vypoctu je najit ditikaz potvrzujici, Zze dotaz logicky vyplyva (je
dokazatelny) z logického programu (konstruktivnost)
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e pokud je takto zjisténo, ze dotaz z programu vyplyva, vypocet konci a
uzivateli je oznameno Yes s hodnotami pfipadnych proménnych, které se
v dotazu vyskytuji

e pokud neni zjisténo, ze dotaz z programu vyplyva, vypocet konéi a uziva-
teli je ozndmeno No

e muze se stat, ze vypocet neskoci

Zakladni rysy (pozdéji se o nich pfesvédéime), kterymi se logické programo-
vani zasadné odlisSuje od ostatnich programovacich paradigmat:

e programovani: programator specifikuje, co se ma vypocitat, a ne jak se to
ma vypocitat a kam ulozit mezivysledky

e fizeni vypoctu: Prolog nemé ptikazy pro fizeni béhu vypoctu ani pro fizeni
toku dat, neméa prikazy cykli, vétveni, prifazovaci prikaz

e proménné: neexistuje rozdéleni proménnych na vstupni a vystupni, pro-
ménna muze byt jednou pouzita jako vstupni, jindy jako vystupni; pro-
ménna v Prologu oznac¢uje béhem vypoctu objekt, ktery vyhovuje jistym
podminkdm

e nerozliSuje se mezi daty a programem.

Nesmime vsak podlehnout ldkadlu: je tfeba mit na paméti, Ze programator
neni zbaven zodpovédnosti za to, jak bude vypocet probihat. Vypocet (tj. logické
dokazovani) je fizen prologovskym piekladadem a programator (alespoii chce-
li psat efektivni programy) musi pravidla, kterymi se vypocet ¥idi, znat a v
souladu s nimi program v Prologu vytvéaret.

6.2 Uvod do zakladnich pojmit logického programovani
6.2.1 Prvni logicky program

Na jednoduchém prologovském programu si ukézeme zakladni principy a pojmy.
N4&s prvni program je nasledujici.

muz (petr) .

muz(jiri).
muz(vaclav).

muz (pavel) .

muz (josef) .
zena(jana) .
zena(olga) .
zena(marie) .
zena(tereza) .
jeDitetem(petr, jiri).
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jeDitetem(jana,jiri).
jeDitetem(jana,olga) .
jeDitetem(vaclav, jiri).
jeDitetem(vaclav,olga).
jeDitetem(jiri,pavel).
jeDitetem(jiri,marie).

jeDitetem(pavel, josef).
jeDitetem(pavel,tereza) .

jeSynem(X,Y) :-muz(X), jeDitetem(X,Y).
jeDcerou(X,Y) :-zena(X), jeDitetem(X,Y).
potomek(X,Y):-jeDitetem(X,Y).
potomek(X,Y):-jeDitetem(Z,Y), potomek(X,Z).

Ukazeme: precteme program, fekneme predikaty, jména predikat, konstanty,
proménné, kvantifikace.

Dale dotaz: dotaz na fakt bez proménné, dotaz na fakt s proménnou, kvantifi-
kace u dotazu, opakované feSeni, dotaz na pravidlo bez proménné a s proménnou,
déle jeDitetem(petr,olga) nevyplyva (a¢ by se mohlo z kontextu zdat)

6.2.2 Logické programovani: fakty, pravidla, dotazy (= Hornovské
klazule)

logicky program = konecna mnozina faktu a pravidel;

v Prologu zalezi na jejich usporadani (to je pouzito v algoritmu hledani - viz
prace rezolucnho zasobniku)

dalsi typ formuli: dotaz

6.2.3 Co znamena “dokazatelné”: rezolu¢ni pravidlo a rezoluéni do-
kazovani

strucny uvod

6.2.4 Jak se dokazuje: odstranéni nedeterminismu, prologovsky pre-
klada¢ a zasobnik

K tomu: piiklad préce prologovského zasobniku: (1) bez navraceni; (2) s jedno-

duchym navracenim

6.2.5 Deklarativni a proceduralni sémantika

deklarativni: zalozena na pojmu logickeho vyplyvani
proceduralni: zalozena na SLD-rezoluci, popr. algoritmu prologovskeho za-
sobniku
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6.3 Uvod do jazyka Prolog
6.3.1 Zaklady syntaxe, termy
6.3.2 Anonymni proménné
6.3.3 Rizeni vypoctu

repeat, fail, cykly, cut, negace

6.3.4 Mimologické predikaty

logicke a aritmeticke operatory
porovnavani termu
rizeni databaze

1/0

6.4 Teoretické zaklady logického programovani

Klauzule, hornovské klauzule Klauzule jsou specidlni formule, které hraji v
logickém programovéni zdsadni roli. Hornovské klauzule (A. Horn byl vyznamny
logik) jsou specidlni klauzule, se kterymi pracuje Prolog.

Definice 6.1 Literdl je libovolnd atomickd formule (tzv. pozitivni literal)
nebo negace atomické formule (tzv. negativni literdl). Klauzule je libovolna
disjunkce literdla. Hornovska klauzule je klauzule, ve které se vyskytuje
maximalné jeden pozitivni literal. Symbolem O se oznacuje prazdna klauzule
(tj. klauzule obsahujici 0 literala).

Poznamenejme, Ze atomické formule se v kontextu logického programovani
nazyvaji také atomy.

Poznamka 6.2 (1) O je v logickém programovéani symbolem sporu (viz poz-
déji). Klauzule jsou totiz specidlni formule, a mohou byt tedy pravdivé nebo
nepravdivé. Chapeme-li O jako formuli (podle definice to ale neni formule), pak
O nemtze byt nikdy pravdiva (klauzule je disjunkce a disjunkce je pravdiva,
pravé kdyz je pravdivy aspon jeden jeji ¢len).

(2) Jak uvidime déle (ted pfedbihdme, ale usnadni ndm to pochopeni dal-
siho vykladu), pracuje Prolog nasledovné. Je-li dén logicky program P zad4-li
uzivatel dotaz G (popf. obecnéji Gy, ..., G,,), pieklada¢ Prologu pfida k P ne-
gaci dotazu, tj. pfidd = G, a snazi se z P, G (to je vlastné mnozina formuli)
odvodit (tzv. rezoluéni metodou, viz pozdéji) spor, tj. odvodit O. D4 se dokazat,
ze G sémanticky vyplyva z P (P = G), pravé kdyz je z P, G odvoditelna O.
Oznémi-li prologovsky pieklada¢ po zadéni dotazu G na program P odpovéd
Yes, znamena to pravé, ze preklada¢ odvodil z P, - klauzuli O.

Poznamka 6.3 Klauzule Ly V --- V L,, (L; jsou literdly) se v logickém pro-
gramovani ¢asto zapisuji jako {L1, ..., L, }. Pozor, éarky zde neznamenaji kon-
junkce (jak tomu bylo v prologovskych pravidlech, ale disjunkce). Tedy O se
znadi { }.
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Priklad 6.4 Uvazujme jazyk s unarnimi rela¢nimi symboly muz a zena bi-
narnimi relaénimi symboly otec (“byt otcem”) a deda (“byt dédem”), symboly
konstant (0-arni funkéni symboly) petr, pavel, jiri, vaclav, milena, jana.

Formule muz(petr), zena(jana), zena(pavel), = zena(pavel), zena(pavel) V
zena(milena), = zena(pavel) V= zena(milena), otec(pavel) V zena(milena),
otec(petr,vaclav), deda(X,Y) V= otec(X, Z) = otec(Z,Y") jsou klauzule. Z nich
neni zena(pavel) V zena(milena) hornovska (ostatni jsou).

Formule zena(pavel) A zena(milena), ani otec(X, Z) A otec(Z,Y) = deda(X,Y)
klauzule nejsou (pozor, ta druhd je logicky ekvivalentni klauzuli deda(X,Y") V-
otec(X,Z) m otec(Z,Y), ale sama o sobé& klauzuli neni).

Co jsou to vlastné hornovské klauzule? Hornovska klauzule je klauzule, ktera
obsahuje nejvyse jeden pozitivni literdl. M4 tedy jeden z nasledujicich tvaru
(dohodnéme se, Ze obecny a existenéni uzavér formule ¢ budeme znacit Vo a
Jp; to je sice ponékud nepfesné, protoze obecnych i existenénich uzaveért muze
existovat vice; my ale budeme ptredpokladat, Zze vSechny volné proménné jsou
sefazeny, napi. ocislovanim, tj. volné proménné jsou po fadé Xi,..., X, a
obecnym uzdvérem rozumime formuli (VX ---VX,, ) a existenénim uzavérem
rozumime (3X7 -+ 3X,,)p):

e (nenulovy pocet negativnich literdli, pravé jeden pozitivni literal) A V-
By V .-+ V= B, (A, B; jsou atomické formule); tato klauzule je ekviva-
lentni formuli By A --- A B, = A (Pro¢? Uvédomte si, ze B = A je
ekvivalentni A V= B a ze = (B1 A --- A B,) je ekvivalentni = By V
-+ ¥ By.). Tyto klauzule odpovidaji prologovskym pravidlam.

e (nulovy pocet negativnich literalt, pravé jeden pozitivni literdl) A. Tyto
klauzule odpovidaji prologovskym fakttm.

e (nenulovy pocet negativnich literdli, zadny pozitivni literdl) = Cy V - - V=
Cy,, (C; jsou atomické formule); tato klauzule, resp. jeji obecny uzavér
V(= Cy V - V= C) je ekvivalentni formuli = (3C; A --- A C,, (Pro¢?
Uvédomte si, ze = (3z)p je ekvivalentni (Va) = ¢). Tyto klauzule odpovi-
daji prologovskym dotaztm.

Definice 6.5 Logicky program (nékdy definitni logicky program) je koneéna
mnozina hornovskych klauzuli s jednim pozitivnim literdlem (tj. klauzuli odpo-
vidajicich pravidlam a faktéim).

Poznamka 6.6 V logickych programech se volné proménné ve formulich ché-
pou jako univerzalné kvantifikované (to zndme z Prologu). Jak je to vSak s

dotazy? Z vyse uvedeného vime, ze dotaz Ci,...,C), na program P se chape
jako dotaz, zda P | C1,...,C, (tj. P E C1 A ... A C,). Jsou-li ve for-
mulich C; volné proménné Xi,...,X,,, uvazuji se jako existencné kvantifiko-

vané, tj. dotazujeme se, zda P |= (3X;---3X,,)C1 A ... A C, (to dobfe
zname z Prologu: z pohledu uzivatele se ptame “Existuji hodnoty proménnych
X1,...,Xm pro které C1,...,C, vyplyva z programu?”). Vime, Ze prologovsky
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prekladac prevadi tento problém na problém, zda z P negace dotazu, tj. z P a
- (3X7---3X)C1 A ... A Cy, tj. z P (P obsahuje jen fakty a pravidla, a ty
jsou ekvivalentni hornovskym klauzulim) a (VX7 -VX,,)(= Cy V -+ = C)),
je odvoditelny spor, tj. klauzule 0. Vidime tedy, Ze vSe nakonec vede k hledéani
odvozeni sporu z univerzalné kvantifikovanych hornovskych klauzuli. Hledame
tedy odvozeni sporu z formuli VH;, kde H; jsou hornovské klauzule (odpovidajici
fakttim, pravidlim a dotazu).

Substituce, unifikace S pojmem substituce jsme se setkali pii vykladu syn-
taxe predikdtové logiky. Pfipomenme, ze ¢(x/s) a t(x/s) oznacuje formuli a
term, které vzniknou substituci termu s za proménnou x podle uvedenych pra-
videl. Vyklad o substitucich nyni pro nase potfeby rozsifime. Substituce mu-
Zeme oznacovat (x/s) a v dal$im budeme uvazovat obecné i substituce tvaru
(z1/81,- -y Zn/Sn) (x; proménné, s; termy), kde proménné x; jsou navzijem
razné (tj. pro i # j je x; # x;) a dle x; # s;. Specialng, () oznacuje tzv. prazd-
nou substituci (n = 0, nic se nenahrazuje); pro ni plati () = ¢ a t() = t. Substi-
tuce budeme oznacovat symboly 6,61, . ... Pro substituci 8 = (z1/51,...,%n/Sn)
bude @b (popt. t) oznacovat vysledek substituce pouzité na formuli ¢ (popi.
term t); tento vysledek vznikne sou¢asnym nahrazenim proménnych z1,...,z,
termy s1,..., S, podle stejnych pravidel jako v pfipadé ¢(x/s) (popf. t(x/s)).

Budeme potiebovat skladani substituci. Pro substituce § a ¢ budeme sym-
bolem ¢ 0@, popf. jen 06 oznacovat substituci, kterd bude mit nasledujici efekt:
©(00) bude formule, kterd vznikne aplikaci substituce 6 na formuli vzniklou
aplikaci substituce o na .

Pro substituce o = (z1/51,...,%n/Sn) 8 0 = (y1/t1,. .., Ym/tm) definujeme
substituci 06 jako substituci, kterd vznikne z

(1'1/819, s 7xn/sn97y1/t17 v 7ym/tm)

vymazanim (1) x;/s;0, pro kterd z; = s,0 a (2) y;/t;, prokterd y; € {z1,...,2,}.
Lehce se ovéri nasledujici tvrzeni.

Lemma 6.7 Pro substituce 0,0, 7 plati (1) o() = ()o = o; (2) E(00) = (Eo)b
pro libovolnou formuli, popt. term, E; (3) (00)T = o(07).

Tedy: Aplikace o6 je ekvivalentni postupné aplikaci o a (potom) 6 (bod (2));
substituce je mozné skladat, pficemz nezalezi na pofadi skladani (bod (3)).

Definice 6.8 Substituce 6 se nazyva obecnéjsi neZ substituce o, jestlize
existuje substituce 7, pro kterou o = 7.

Tedy: (pfirozeny vyznam) 6 je obecnéjsi, protoZe z ni mizeme dostat 7 do-
datecnym “upfesnénim” 7.

Priklad 6.9 Viz prednasky.

98



Definice 6.10 Substituce 0 se nazyva unifikacni substituce (také unifikace)
mnoziny {¢1,...,¢,} formuli (popf. termil), pokud ;6 = ;60 pro libovolné
i,j € {1,...,n}. Tedy, unifikace je substituce, pop jejiz aplikaci pfejdou vSechny
formule ; ve stejnou formuli.

Priklad 6.11 Viz prednasky

Definice 6.12 Unifikace § mnoziny {¢1, ..., @, } se nazyva nejobecnéjsi un-
fikact (zkratka mgu z anglického “most general unifier”) této mnoziny, jestlize
je obecnéjsi nez kazda jind unifikace mnoziny {p1, ..., pn}.

Poznamka 6.13 mgu neni urcen jednoznacne

Priklad 6.14 Viz prednasky.

Unifika¢ni algoritmus V dal$im nazyvame jednoduchym vyrazem term nebo
atomickou formuli. Cilem je najit k dané mnoziné jednoduchych vyrazi nejo-
becnéjsi unifikaci.

Pro kone¢nou mnozinu S jednoduchych vyrazia nazvéme jeji rozdilovou mno-
zinou nasledovné definovanou mnozinu: Najdi prvni pozici i zleva, na které ne-
maji vSechny vyrazy z S stejny symbol; podvyrazy vsech vyraza z S, které
za¢inaji na pozici ¢ tvori rozdilovou mnozinu mnoziny S.

Priklad 6.15 Treba z Lloyda

Popiseme zéakladni algoritmus pro hleddni nejobecnéjsi unifikace dané mno-
ziny S jednoduchych vyrazt. Pro S = {Es, ..., E,} ozna¢me S0 = {E+0, ..., E,0}.
Algoritmus hledani mgu dané koneéné mnoziny S jednoduchych vyrazi:

1. k:=0;6p:= ().

2. Je-li S0y jednoprvkova, zastav; 0 je hledany mgu mnoziny S. Jinak najdi
rozdilovou mnozinu Dy mnozZiny S6y.

3. Existuji-li v Dy term t a proménnd x, kterd se nevyskytuje v t, poloz
Or+1 := Ok (x/t); k := k + 1; jdi na 2. Jinak zastav, S neni unifikovatelna.

Priklad 6.16 Treba z Lloyda.

Poznamka 6.17 Tento algoritmus muze mit vysokou ¢asovou slozitost. Jsou
znadmy algoritmy s linedrni ¢asovou slozitosti. Ve vétsin€ implementaci Prologu
je vsak implementovana modifikace vyse uvedeného algoritmu, ktera spociva ve
vynechéni testu vyskytu x v ¢ (viz algoritmus). To vSak miZze vést k nespravnym
vypoctum.
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Obecna rezoluéni metoda PopiSeme nyni tzv. obecnou rezoluéni metodu
navrzenou v 60. letech 20. stol. Robinsonem. Zakladem je tzv. rezolu¢ni odvozo-
vaci pravidlo, které ze dvou klauzuli odvodi jinou klauzuli, jejich tzv. rezolventu.
Obecny tvar rezolu¢niho pravidla je

z klauzule {Ly,...,Li—1, A, Liy1,..., Ly}

a klauzule {L},...,Lj_;,~ A" Li ..., L.}

odvod klauzuli (tzv. rezolventu vyse uvedenych klauzuli)
{L10,...,L;i—10,L; 10, ...,L,0,L30,...,L;_10,L; 0,...,L; 0},
je-li @ mgu mnoziny {A, A'}.

Piitom jsou L;, L} literaly a A a A’ jsou atomické formule.

Poznamka 6.18 Rezolu¢ni pravidlo je svou povahou odvozovaci pravidlo ve
stejném duchu jako pravidla, se kterymi jsme se setkali: z néjakych formuli
odvodi jinou formuli. Pravidlo MP lze chapat jako specidlni pfipad rezoluéniho
pravidla: Pravidlo MP iikd “z A a A = B odvod B”. Formule A = B je
ekvivalentni klauzuli = A V B. Tedy odvozeni pomoci MP odpovidé odvozeni
{B} z {~ A, B} a {A}. To lze pomoci rezoluéniho pravidla s unifikaci, za kterou
vezmeme identickou (prazdnou) substituci.

Priklad 6.19 Vymyslete pfiklady na rezoluéni odvozeni (1) kdy pravidlo nejde
alpikovat, (2) kdy jde jedinym zpusobem, (3) kdy jde vice zpusoby, (4) odvozeni
prazdné klauzule.

Pro danou mnozinu F' klauzuli ozna¢me
R(F) ={C | C je rezolventou néjakych klauzuli z F'}.

Déle definujme R°(F) = F a R"*1(F) = R*"(F)UR(R"(F)). Tedy R"(F) je
nmozina klauzuli odvoditelnych z F' nejvyse n-nasobnym pouzitim kroku “utvor
vsechny mozné rezolventy”.

Zakladni vysledek popisujici rezoluéni metodu:

Véta 6.20 MnoZina F klauzuli je spornd, pravé kdyZ existuje n tak, Ze O €
R"(F).

Poznamka 6.21 Spornost F' je tfeba chapat jako spornost v diive uvedeném
axiomatickém systému (tj. Ze z F' je dokazatelnd libovolna formule). Vime vsak,
ze F je sporna, pravé kdyz nemad zadny model. Nepotfebujeme se tedy na axi-
omaticky systém odvolavat a vystacime se sémantickymi pojmy.

SLD-rezoluce Vime, Zze v Prologu je po zadani dotazu G cilem prekladace

zjistit, zda z programu P dotaz G plyne, tj. zda P = G. Vime, 7e P E G,
pravé kdyz P, = G je sporna (viz ... odkaz). Podle Véty 6.20 je zjisténi spornosti
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P, = G ekvivalentni (nebot vSechny vyskytujici se formule jsou klauzule) zjisténi,
zda O patii do néjakého R™(F'). Vypocet R™ je vSak obecné naro¢ny a nijak
nevyuziva specidlni formu klauzuli pouzivanou v Prologu (hornovské klauzule).
Cilem nasledujiciho textu je ukazat specialni formu rezolu¢ni metody, tzv. SLD-
rezoluci.

V nésledujcim oznacuje P kone¢nou mnozinu hornovskych klauzuli, které od-
povidaji faktim a pravidlim (tzv. programové klauzule, tj. hornovskych klauzuli
s jednim pozitivnim literdlem; takové mnoziné se rika logicky program, popf.
definitni logicky program); G oznacuje hornovskou klauzuli, kterd odpovida ne-
gaci uzivatelem zadaného cile 7 — G1,...,G,, tzv. cilovd klauzule, tj. klauzuli
2GL V-V Gy

Definice 6.22 Odpovéd’ pro PU{G} je libovolna substituce 0 = (z1/t1,...,%m/tm),
kde kazda proménna z; se vyskytje v G.

Definice 6.23 Odpovéd 6 pro P U {G} se nazyva korektni , jestlize formule
V((G1 A -+ A Gp,)0) sémanticky plyne z P.

To je zdkladem deklarativni sémantiky logického programu P (je ji mozné
chapat jako mnozinu vSech G spolu s 6, kde 6 je korektni odpovéd pro PU{G};
tj. Decl(P) = {(? — G1,...,Gp,0) | 0 je korektni odpovéd pro P U{G}}).

To souvisi s odpovédmi Prologu nasledovné: Prolog odpovi na dotaz 7 —
G1,...,G, bud Yes se substituci 6 (ta mtze byt prazdnd, a pak ji Prolog nevy-
pisuje), nebo No. Odpovéd Yes se substituci 6 je korektni, jestlize € je korektni
odpovéd pro P U {G} v prévé definovaném smyslu. Odpovéd No je korektni,
jestlize V((G1 A - -+ A G,,)0) sémanticky neplyne z P pro zadnou 6.

Pokousime-li se aplikovat rezoluéni pravidlo na klauzule, z nichz jedna od-
povida cili (nema zadny pozitivni literal) a druhad odpovida pravidlu nebo faktu
(mé prévé jeden pozitivni literdl A), uz se nepotykdme s nésledujicim nede-
terminismem implicitné obsazenym v obecném rezolu¢nim pravidle: z podstaty
rezolu¢niho pravidla je jasné, ze v cili hledame takovy G;, ktery je mozné uni-
fikovat s A (tedy nevybirdme dvojice atomickych formuli majici unifikaci jako
v obecné rezolu¢ni metodé, ale jen atomické formule, které jsou unifikovatelné

s A).

Definice 6.24 Necht P a G jsou jako vySe (logicky program a klauzule odpo-
vidajici cili). SLD-odvozeni z P U {G} je posloupnost Hy = G, Hy, ... cilo-
vych klauzuli, posloupnost Cy, Ca, ... variant programovych klauzuli z P (tj. C;
vzniknou z klauzuli z P pfejmenovanim proménnych) a posloupnost 61,0s, ...
unifikaci takovych, Ze 6,11 je mgu mnoziny {H;,C;11} a H;1+1 je odpovidajici
rezolventou (tj. vznikne pouzitim rezoluéniho pravidla na H; a C;11 pfi 0;41).
SLD-odvozeni se nazyvd zamitnuti (refutace) délky n, jestlize jeho posledni
cilova klauzule je H,, = O.

Poznamka 6.25 To je zdkladem tzv. proceduralni sémantiky. SLD-odvozeni
odpovidéa vypoctu prologovského prekladace. Souvislost s prologovskym zasob-
nikem (téméf zfejma, stav zasobniku odpovidd SLD-odvozeni).
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Odvozeni muze refutaci (ispésné); nekoneéné (netspésné 1); koneéné nekon-
¢ici O, které nelze dale prodlouzit (nedspésné 2).

Definice 6.26 Vypodcitand odpovéd pro P U {G} je substituce 0, pro kte-
rou existuje refutace z P U {G} délky n s odpovidajici posloupnosti 61, ...,0,
takovou, ze € vznikne z 6 - - - 0, (sloZeni substituci) vynechanim téch x/t, pro
které se x nevyskytuje v G.

Véta 6.27 (korektnost SLD-rezoluce) KaZdd vypocitand odpovéd pro P U
{G} je korekini odpovédi pro P U {G}.

Poznamka 6.28 Obsahové odpovida vété o korektnosti, ...

Véta 6.29 (aplnost SLD-rezoluce; odpovéd’ Yes) Pro cil7—Gy,...,G, a
program P plati, Ze jestlize 3(G1 A - - A G,) sémanticky plyne z P, pak ezistuje
refutace z P U {G}.

Poznamka 6.30 Odpovidd vété o uplnosti: Jestlize to sémanticky plyne, pak
to 1ze prokazat syntakticky (refutaci).

Véta 6.31 (aplnost SLD-rezoluce; odpovéd Yes se substituci) Pro kaz-
dou korektni odpovéd 6 pro PU{G} existuje vypoéitand odpovéd o pro PU{G},
kterd je (jako substituce) obecnéjsi nez 6 (tj. 6 = ot pro néjakou substituci 7).

Poznamka 6.32 Piectéme to znovu, podrobnéji: Jestlize pro cil 7— Gy, ..., G,
a program P plati, ze 3(G1 A --- A G,,) sémanticky plyne z P se substituci 6,
pak to lze prokazat syntakticky refutaci, kterd v sobé mé substituci obecnéjsi
nez 6.

Sjednocujici pohled: Uzivatelsky pohled na PROLOG je zaloZen na dekla-
rativni sémantice (sémantické vyplyvani); programétorsky pohled je zaloZen na
rezoluénim zasobniku (tak je hledédni odpovédi, tj. hledani refutace se substi-
tuci, tj. hleddni dtikazu) implementovano; logicky pohled je zalozen na rezo-
luéni metodé, spec. SLD-rezoluci. Vyse uvedené vysledky ukazuji souvislosti
mezi jednotlivymi pohledy. Pfedevsim: Sémantické vyplyvani je pfirozené z hle-
diska intuitivniho pochopeni, co prologovsky prekladac hleda, jaky je vyznam
odpovédi. Nedava vsak navod, jak hledani odpovédi implementovat. Toto hle-
dani 1ze v principu realizovat hledanim dikazu v axiomatickém systému, ktery
byl uveden v zédkladnim vykladu o predikatové logice. Takové hledéani je vsak pri-
1i§ néro¢né (“piili§ nedeterministicky” pojem dikazu v axiomatickém systému,
tento pojem neni primérné vhodny pro hledani dtikazu). Proto byla navrzena
rezoluéni metoda, kterd je jesté vhodnéjsi v ptipadé SLD-rezoluce (viz vysSe
popsany efekt hornovskosti klauzuli: v cilové klauzuli jsou vSechny literdly ne-
gativni, jedinym literdlem, ktery je mozné unifikovat v programové klauzuli je
tedy jediny pozitivni literdl).

Pozor: Uplnost iika, Ze mé-li byt odpovéd Yes, pak tato odpovéd vypodi-
tatelna. To ale neznamena, Ze ji Prolog vzdy najde — ptekladac¢ prohledava
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podle algoritmu zéasobniku, tj. hledd mozné dilkkazy a muze se rozbéhnout po
nekoneéné vétvi. Prohledava totiz strom moznych feseni do hloubky (pfi tom
vyuzivéa oéislovdni formuli). To v8ak neni tim, ze bychom zatim Spatné hledali
a prislusny algoritmus, ktery refutujici vypocet vzdy najde, jesté neobjevili. Je
to jen jeden z projevi jednoho ze zakladnich vysledku vycislitelnosti: predika-
tova logika je nerozhodnutelna (problém: ”zjisti, zda je formule tautologii” je
nerozhodnutelny, potazmo pak problém logického vyplyvéani). Tato situace je
analogicka situaci, kterd je vice znama, totiz ta, ze musime celit NP-tplnosti
nékterych problémi. Nejde se jim vyhnout, musime pouzit heuristiky. Krasa
vysledkt teoretické informatiky a logiky spo¢iva v tom, Ze tyto principidlni véci
nam sdéluji (jinak bychom tfeba marné hledali efektivni algoritmy, které neexis-
tuji). Z tohoto pohledu je tedy algoritmus prologovského piekladace heuristikou
Celici nerozhodnutelnosti problému, ktery nas zajimé (” pfedpokladam-li znalosti
v databézi, plyne z nich mij dotaz?”).

Vsimnéme si dale vyznamu ocislovani formuli v prologovském programu,
které pouziva algoritmus prologovského zasobniku. Z pohledu vysvétlené SLD-
rezoluce spoc¢iva vyznam ocislovani v tom, Ze odstranuje nedeterminismus v
kroku, ve kterém je tfeba vybrat programovou klauzuli k unifikaci. Zatimco v
SLD-rezoluci je pfipusténa libovolnd mozna programova klauzule, algoritmus
prologovského zasobniku fika, Ze se pouzije ta mozna s nejmensim cislem.

7 Dodatek: Potrebné pojmy a vysledky

Obsah dodatku nebude u zkousky pozadovan.

Formalni jazyky Abeceda je libovolnéd koneéna mnoZina symbolt. Slovo nad
danou abecedou je libovolna koneéna posloupnost symbolu této abecedy. Uva-
Zujeme také tzv. prazdné slovo (oznacujeme ho ¢), tj. slovo neobsahujici zadny
symbol. (zFetézeni, podslovo, ...) Mnozinu vSech slov nad abecedou ¥ se znaéi
¥*. Jazyk na danou abecedou je libovolnd mnozina slov této abecedy. (DODE-
LAT)

Algebry (Univerzélni) algebra je ... (DODELAT), podalgebra

Strukturalni indukce

Véta 7.1 (princip strukturilni indukce) Necht A je algebra, B jeji podal-
gebra generovand mnozinou C C A. Chceme-li dokdzat, Ze véechny prvky algebry
B magi vlastnost V, staci ukdzat, Ze

(1) vsechny prvky z C magi vlastnost V;

(2) magi-li proky by,...,b, € B vlastnost V, pak vlastnost ¥V mda také prvek
f(b1,...,by) pro kaZdou n-drni operaci | algebry A.
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Diikaz. Ozna¢me Dy mnozinu obsahujici ty prvky mnoziny B, které maji vlast-
nost V, tj. Dy = {b € B | b ma V}. Protoze C C B, plyne z (1) C C Dy. Z
(2) plyne, ze Dy je uzaviend na operace algebry A, a tedy B C Dy (nebot
B je podle predpokladu generovana mnozinou C, tj. je nejmensi podmnozinou
mnoziny A, kterd obsahuje C' a je uzaviend na operace algebry A). Dikaz je
hotov. a

8 Dodatek: Neformalni logika
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