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Abstrakt

Text je ivodem do teoretickych partii informatiky. Poskytuje informace o vybranych metodach diskrétni matematiky, které
se v informatice pouZivaji. Text je psan matematickym stylem, tj. nové pojmy jsou definovany, o definovanych pojmech jsou
vyslovovana tvrzeni a ta jsou pak dokazovana. Dtiraz je kladen na motivaci pro zavedeni novych pojma a jejich vysvétleni. Text
predpoklada jen zdkladni stfedoSkolské znalosti matematiky.

Dé&kuji RNDr. Miroslavu Kolatikovi, Ph.D. za to, Ze mé upozornil na chyby, které se v pfedchdzejici verzi textu vyskytovaly.

Cilova skupina

Text je uréen pro studenty oborti Aplikovand informatika a Informatika uskuteéfiovanych v prezencni a kombinované formé na
Piirodovédecké fakulté Univerzity Palackého v Olomouci.
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1 Zaklady logiky

Studijni cile: Po prostudovéni této kapitoly by student mél rozumét zdkladnim pojmiim z logiky. Mél
by také rozumét zakladim vyrokové logiky.

Klicova slova: logika, pravdivostni hodnota, logicka spojka, formule, vyrokova logika.

1.1 Co ak ¢emu je logika

Logika je védou o spravném usuzovani. V logice jde o to, aby usuzovani mélo spravnou formu bez
ohledu na obsah. Uvazujme napft. tvrzeni ,,Prsi.“ a ,Jestlize pr$i, pak jsou silnice mokré“. Z nich lze
odvodit tvrzeni ,,Silnice jsou mokré.* UvaZujme jinou dvojici tvrzeni, napf. ,,Petr m4 hlad.* a ,Jestlize
ma Petr hlad, pak se Petr snazi sehnat néco k jidlu.* Z téchto tvrzeni 1ze odvodit tvrzeni ,,Petr se snazi
sehnat néco k jidlu.“ V uvedenych piikladech vyplyvalo z dvojice tvrzen{ dals{ tvrzeni. Uvedené dvojice
tvrzeni mély zcela jist€ jiny obsah, nebot’ ,,Prsi. znamend néco jiného nez ,,Petr ma hlad.” Zpusob,
jakym jsme odvodili tfeti tvrzeni byl vak v obou piipadech stejny. Rikdme, e usuzovani mélo stejnou
formu. Tuto formu je mozné znazornit symbolicky takto: z tvrzeni A, a tvrzeni A = B (Cteme ,jestlize
A, pak B*), plyne tvrzeni B.

Uvedené rysy jsou pro moderni logiku charakteristické, proto je zopakujme: logika studuje formy
usuzovani bez ohledu na obsah. Modern{ logika ma proto symbolicky charakter, nebot’ jednotliva tvrzeni
oznaCujeme symboly (napf. vySe uvedenymi symboly A a B), zpisoby spojeni tvrzeni ve sloZitéjsi
tvrzeni oznacujeme také symboly (napf. vySe uvedené “=-"). Pro uvedené rysy byva moderni logika
oznacovana jako logika formdlni, popt. symbolickd. Symbolicky charakter umoziiuje logice snadnéji
odhlédnout od obsahu a soustfedit se na formy usuzovdni.

Slovo ,,logika* ma v béZzném Zivote i jiné vyznamy. Tyto vyznamy jsou od ptivodniho vyznamu, ktery
jsme si pravé vysvétlili, odvozené, ale jsou nepiesné a zavadéjici. Méli bychom se proto snaZzit slovo
»logika® v téchto odvozenych vyznamech nepouzivat. Napf. vétou ,,PfedloZzeny ndvrh nemd Zadnou
logiku.* chce autor fict, Ze navrh je nesrozumitelny, popt. $patné zdivodnény, popt. neraciondlni. Vétou
,Logika naseho podnikdni spoc¢ivd v maximdlnim uspokojovani potieb zdkaznika.” chce autor fict,
Ze uspokojovani potfeb zdkaznikd je hlavnim rysem jeho podnikatelské strategie. ,,To je nelogické.*
znamend, Ze to nema smysl. Podobnych piikladi mtiZzeme najit celou fadu.

Pri studiu otazek, které v logice vznikaji, se Casto pouzivd matematickych metod. Z tohto divodu se
nékdy hovoii o matematické logice.
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Dalsim privlastkem, ktery se v souvislosti s pojmem logika pouziva, je ,klasicka®, popf. ,,neklasicka“.
Zjednodusené lze fici, Ze klasickou logikou se rozumi logika, kterd pouziva dvé pravdivostni hodnoty
(pravda a nepravda) a tzv. klasické logické spojky. Mezi klasické logické spojky patii napf. spojka
“jestlize ..., pak...”, se kterou jsme se setkali vySe. Logika, kterd se zabyvd i jinymi spojkami nez
klasickymi, popt. dalSimi aspekty, kterymi se klasickd logika nezabyva, se nazyva neklasickd logika.
Pfikladem neklasické spojky je spojka “je mozné, Ze ...”. Touto spojkou se zabyva modélni logika.
Dalsim ptikladem neklasické logiky je tzv. temporalni logika (nékdy nazyvana logikou ¢asu). Temporalni
logika, se zabyva tvrzenimi, ve kterych hraje roli ¢as, napft. ,,Po zelené naskoci na semaforu oranzova.*,
,»Kazdy den vychazi Slunce.” DalSim piikladem neklasické logiky je tzv. fuzzy logika. Ta se zabyva
tvrzenimi, které mohou mit kromé pravdivostnich hodnot pravda a nepravda i jiné hodnoty. Napf tvrzen{
»Zakaznik je spokojeny.” miZe mit pravdivostni hodnotu 1 (pravda), pokud je spokojeny bez vyhrad, 0
(nepravda), pokud je nespokojeny, ale i 0.8, pokud je napf. spokojeny, ale ne zcela. Fuzzy logika nasla
vyznamné uplatnéni v praxi a stile v ni probiha intenzivni vyzkum.

Vztah logiky a informatiky je bohaty a riznorody. Se zdklady logiky by mél byt obeznamen kazdy infor-
matik. Znalost zdkladi logiky ndm umoZiiuje srozumitelné a jednoznaéné se vyjadfovat a argumentovat.
To je pochopitelné uzite¢né pro kazdého, nejen pro informatika. Pro informatika je to vSak navysost
dilezité proto, Ze svoje konstrukce a ndvrhy musi ,,sdélit pocitaci“, napt. ve formé zdrojového kédu
napsaného ve vhodném programovacim jazyku. Zdrojovy kéd obvykle obsahuje vyrazy, které se vy-
hodnocuji podle pravidel logiky (napf. podminky v prikazech vétveni ,,if ...then...else...*). Logika
nés témto pravidlim uci. Zdrojovy kéd musi byt piesny, jinak je program chybny. Chyby mohou mit
dalekosdhlé nasledky (pomysleme na program pro vypocet mezd, program pro fizeni elektrarny apod.).
Zdrojovy program musi byt také srozumitelny, jinak mu nikdo jiny nez jeho autor nebude rozumét (a po
¢ase mu nebude rozumét ani jeho autor). Logika nds u¢i presnosti i srozumitelnosti. To je dalsi vyznamny
efekt studia logiky.

Pokrocilejsi partie logiky jsou zdkladem dileZitych oblasti informatiky, pro piiklad jmenujme logické
programovani, umélou inteligenci, expertni systémy, analyzu dat.

Logika je véda o
sprdvném usuzovdni.

V logice jde o formu
usuzovdni, ne o
obsah usuzovdni.

Logika md
symbolicky
charakter.

Budeme se zabyvat
klasickou logikou.

Existuji i neklasické
logiky, napt. moddlni
logika, tempordini
logika, fuzzy logika.

Vztah logiky a
informatiky je bohaty
a riznorody.

Logika nds uci
presnosti i
srozumitelnosti.



1.2 Vyroky a logické spojky

Vyrokem intuitivné rozumime tvrzeni (vypovéd), u kterého ma smysl uvaZovat o jeho pravdivosti.
Vyroky jsou napf. ndsledujici tvrzeni. Vyrok je tvrzeni,
- které muZe byt
Prsi. . ,Z g
pravdivé nebo
Byl jsem v obchodé a koupil jsem si knihu. nepravdivé.

Kdyz prsi, jsou mokré silnice.
24+2=4a3 < 100.
24+2=6.

Nasledujici tvrzeni ale nejsou vyroky.

Kniha v obchodé.
2+2
A, je p€kné pocasi.
Z jednodussich vyroki se vytvaieji sloZit&jsi vyroky pomoci tzv. logickych spojek'. Logické spojky jsou
specidlni jazykové vyrazy jako napf. Logické spojky jsou
13 9 13 ka (134 A 9 jaZkaVé V);raZy,
.a...”, ...nebo...”, jestlize ..., pak...”, kterymi z
“..,pravé kdyz...”, “ne...” (§j. “neni pravda, Ze ... ”). Jednodussich vyrokii
>4 e 3 bk 7 [ =70 0 N~ A 7 3 [IPSE] rd 13 Xz 9 vyt—va/i;l’me verk'))
Nap}r. Z vyrokvl} 2+2=4V ) a vyroku /Prs1.' miZeme vytvor,lt p0m0(:1v spojky a/ vyrok 2:1-/2:4 a Prsi. " slozités
Z vyroku “Prsi.” vytvofime pomoci spojky “ne” (tj. “neni pravda, Ze ...”) vyrok “Neprsi.” (tj. “Neni
pravda, Ze pr$i.”). Z vyroki “Pr§i.” a “Silnice jsou mokré.” vytvotime pomoci spojky “jestlize .. ., pak

... vyrok “JestliZze prsi, pak jsou silnice mokré.”

Pruvodce studiem

Vsimnéme si, Ze pojem spojka zde pouzivame v §ir§im vyznamu nez byvéa béZné: spojkou chadpeme
jazykovy vyraz, jehoZ pouZitim na vyroky dostaneme novy vyrok. Napf. vyrok “Jestlize prsi, pak
jsou silnice mokré.” vznikl pouZitim spojky “jestliZe. .., pak ...” na vyroky “Pr$i.” a “Silnice jsou
mokré.” Z hlediska ¢eského jazyka je vyraz “jestliZze” spojkou, jinou spojkou je vyraz “pak”.
Vsimnéme si také, Ze pii pouZiti spojek na vyroky ménime poradi vétnych Clent. Napf. v pravé
uvedeném prikladu by pfisné vzato vyslednym vyrokem mél byt vyrok “Jestlize prsi, pak silnice jsou
mokré.”. Tento vyrok ale nezni pékné. Podobné jazykové jevy budeme z hlediska logiky povazovat
za podruzné a nebudeme se jimi zabyvat. Ze stejného divodu nebudeme rozliSovat napft. tvrzeni

XY

“Nepr$i.” a “Neni pravda, Ze pr$i.”

Klasicka logika (té se budeme vénovat) se zabyva tzv. klasickymi spojkami. Mezi né patii vyse uvedené
spojky, s dalSimi klasickymi spojkami se seznamime pozdéji.

Pruvodce studiem

Kromeé klasickych spojek se v bézném zivoté pouzivaji i dalsi spojky, napf. “je mozné, Ze ... ”, “je
nutné, ze ...”, “vise, Ze ... ", “vefi se, ze . ..”. Napf. z vyroku “Vesmir je nekonecny.” vytvorime
pomoci spojky “veéfi se, Ze . . .~ vyrok “VEfi se, Ze vesmir je nekone€ny.”, pomoci spojky “je mozné,
7e ...~ pak vyrok “Je moZné, Ze vesmir je nekonecny.” Spojkami “je mozné, Ze . ..”, “je nutné, Ze

...” se zabyva modalni logika, spojkami “vi se, Ze ...”, “vé&ii se, Ze ...” se zabyvd epistemicka

vvvvvv

Nekteré vyroky jsou pravdivé (napt. “2+2=4"), nékteré jsou nepravdivé (naprf. “2+2=6"). O tvrzeni, které
je pravdivé, fekneme, Ze ma pravdivostni hodnotu 1 (pravda); o tvrzeni, které je nepravdivé, fekneme,
7e ma pravdivostni hodnotu 0 (nepravda).

IMisto “logick4 spojka” ¥ikdme &asto jen “spojka”.



Pruvodce studiem

U nékterych tvrzeni ma smysl uvazovat o jejich pravdivosti (jsou tedy vyroky), napi. “Clovék
s vySkou 180cm je vysoky”, presto se vSak zdrahdme fici, Ze dané tvrzeni je pravdivé nebo, Ze neni
pravdivé (je nepravdivé). Pravdivostni hodnota, kterou bychom mu pfifadili, by byla nékde mezi 0
a 1, napf. fekneme-li, Ze “Clov&k vysoky 180cm je vysoky” md pravdivostni hodnotu 0.8, fikdme
tim, Ze je pravdivé ve stupni 0.8, tj. Ze je skoro pravdivé. V ndsledujicim se omezime na (tvrzeni,
které mohou mit jen) dvé pravdivostni hodnoty (0 a 1). Poznamenejme pouze, Ze studiem vice
pravdivostnich hodnot se zabyva tzv. fuzzy logika (ta je v soucasné dob¢ intenzivné zkoumana).

U nékterych tvrzeni zavisi pravdivostni hodnota na ¢ase, napt. “Za tyden bude prset.” Takovymi
tvrzenimi se zabyva tempordlni logika (logika casu). My se takovymi tvrzenimi zabyvat nebudeme.

Klasicka logika se tedy zabyva jen specidlnimi vyroky. Nepokryva vSechny vyroky, které v béZném

Zivoté pouZivame, pokryva ale jejich vyznamnou ¢ast. V dal$im vykladu se zaméfime na to, jak se
vyrokiim pfifazuji pravdivostni hodnoty.

1.3 Pravdivostni hodnota vyroku
V predchozi ¢asti jsme si fekli, Ze nékteré vyroky jsou pravdivé, nékteré jsou nepravdivé. Je-li vyrok
V pravdivy, fikdme také, Ze ma pravdivostni hodnotu “pravda”. Misto “pravda” pouZivime symbolické
oznaceni 1, a fikame tedy, Ze V' ma pravdivostni hodnotu 1. Je-li vyrok V nepravdivy, fikdme, Ze ma
pravdivosti hodnotu “nepravda”, popt. Ze ma pravdivostni hodnotu 0. Ze je vyrok V pravdivy, resp.
nepravdivy, pak zapisujeme také

Vil=1, [Vl =0,

tj. pravdivostni hodnotu vyroku V' oznacujeme ||V||.

Jak ale zjistime pravdivostni hodnotu vyroku? Podivejme se na nasledujici vyrok.

Prsi a venkovni teplota je mensi nez 15°C.

[TP%L] z 9

Tento vyrok vznikl pouZitim spojky “a” na vyrok “Pr§i.” a na vyrok ‘“Venkovni teplota je mensi neZ
15°C.” Vyroky “Pr§i.” a “Venkovni teplota je menSi neZ 15°C.” neobsahuji Zadné spojky. Takovym
vyrokim fikdme atomické. Pravdivostni hodnota vyroku “Prsi a venkovni teplota je mensi nez 15°C.”
zavisi na pravdivostnich hodnotéch vyrokt “Pr$i.” a “Venkovni teplota je mensi nez 15°C.” Jsou-li oba
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vyroky “Pr$i.” i “Venkovni teplota je mensi nez 15°C.” pravdivé, je i vyrok “Prsi a venkovni teplota

je mensi nez 15°C.” pravdivy. Jinak, tj. je-li néktery z vyrokid “Prsi.” a “Venkovn{ teplota je mensi nez
15°C.” nepravdivy, je vyrok “Prsi a venkovni teplota je mensi nez 15°C.” nepravdivy.

Uvedeny postup mé obecnou platnost, a proto ho rozeberme podrobnéji. Ozna¢me sloZeny vyrok “Prsi
a venkovni teplota je mensi nez 15°C.” symbolem V. Atomické vyroky “Pr§i.” a “Venkovni teplota je
mensi nez 15°C.” ozna¢mé symboly V; a V5. Oznacme déle spojku “a” symbolem A. Vyrok V ma tedy
tvar (nékdy fikdme formu)

Vi A Vs

Pravdivostni hodnotu ||V] A V3| vyroku V1 A V3 vlastn€ “spoéitdime” z pravdivostnich hodnot ||V;]| a

[|V2]| vyrokt V7 a V pomoci vyznamu spojky “a”. Vyznam spojky “a” je ddn ndsledujici tabulkou.

—_— O >
(el ev] Nen)
=l

[73%1]

Vyznam spojky “a” je tedy dan pfifazenim pravdivostnich hodnot dvojicim pravdivostnich hodnot. Napf.
dvojici 0 a 0 je pfifazena hodnota 0, dvojici 0 a 1 hodnota 0, dvojici 1 a 0 hodnota 0, dvojici 1 a 1
hodnota 1, protoZe na priseciku fadku oznaceného 0 a sloupce oznaceného 0 je hodnota 0 atd. Toto
prifazeni (zobrazeni, funkci) ozna¢me A. Tabulka tedy iiki0 A0 =0,0A1=0,1A0=0,1A1=1.
Pravdivostni hodnota ||V} A V3| vyroku V; A V4 je tedy ddna vztahem

Vi A Val[ = [V Af[Vll-

Tomuto vztahu je tfeba rozumét takto: Pravdivostni hodnotu |[V; A V2|| vyroku Vi A V3 (levd strana
rovnice) spocitime pouzitim funkce A na pravdivostni hodnoty ||V1|| a ||Vz|| vyroki V; a Va. Timto

Vyrok miiZe byt
pravdivy nebo
nepravdivy.



pouzitim ziskdme hodnotu ||V;|| A ||Vz]|| funkce A na pravdivostnich hodnotéch ||V;]| a ||Va]|| (pravd
strana rovnice). Hodnotu || V1 || A || V2| zjistime z vy$e uvedené tabulky: je to hodnota na prise&iku fadku
oznaleného ||V1 || a sloupce oznaceného ||Vz||.

Otdzkou zdstdvd, jak zjistime pravdivostni hodnoty ||V1|| a ||V2|| vyrokt Vi a Va. Zde musime rozlisit
dva ptipady.

1. Je-li vyrok V; atomicky, tj. neobsahuje logické spojky, pak jeho pravdivostni hodnota musi byt dana
“zvenc{”. Napf. v naSem pripadé jsou oba vyroky V; (“Pr§i.”) i V5 (“Venkovni teplota je mensi nez
15°C.”) atomické. Jejich pravdivostni hodnotu ndm nékdo fekne, popf. ji sami zjistime (podivdme
se z okna, podivdme se na teplomeér, najdeme na internetu apod.). Obecné budeme predpokladat,
7e existuje néjaky externi zdroj informaci, ozna¢me ho e, pomoci kterého pravdivostni hodnotu
e(V;) vyroku V; zjistime.

2. Neni-li vyrok V; atomicky, tj. obsahuje logické spojky, pak je to sloZeny vyrok a jeho pravdivostni
hodnotu spocitdme podobné jako jsme pocitali pravdivostni hodnotu pivodniho vyroku V. Pokud
je napf. vyrok V; sloZenym vyrokem a md tvar Vi3 A Vi, pak pravdivostni hodnotu || V7 || vyroku
V1, tj. hodnotu || Vi1 A Via|| vyroku Vi1 A Vi spoditdme podle vztahu

[[Vir A Via|| = [[Vial[ A [[Vaz]].

Vyroky Vi; a V32 mohou byt opét sloZzné nebo atomické a pri urCovéni jejich pravdivostnich
hodnot postupujeme obdobné.

Vyrok V je jazykovy vyraz (tvrzeni), napt. “Pr$i a venkovni teplota je mensi nez 15°C.” Pravdivostni
hodnota vyroku V' zdvisi na vyznamu logickych spojek a na pravdivostnich hodnotdch atomickych
vyroki, ze kterych se vyrok V' skladd. V naSem piipadé zavisi pravdivostni hodnota vyroku V' na ta-
bulce pravdivostnich funkce A spojky “a” a na pravdivostnich hodnotich atomického vyroku “Prsi.” a
atomického vyroku “Venkovni teplota je mensi nez 15°C.” Tabulky pravdivostnich funkci logickych
spojek povaZujeme za jednou provzdy dané (pevné, konstantni). Jak jsme ale fekli, pravdivostni hod-
noty atomickych vyrokt jsou dany zvenc¢i. Nékdo ndm je musi sdélit nebo je musime zjistit. Obecné
piedpokldddme, Ze pravdivostni hodnoty e(“Prsi.”) a e(“Venkovni teplota je mensi nez 15°C.”) vyroki
“Prsi.” a “Venkovni teplota je mensi nez 15°C.” zjistime z né€jakého externiho zdroje informaci e. Na
tomto zdroji tedy pravdivostni hodnota vyroku V' zavisi. Proto bychom pfesnéji méli psat

[VIle  misto [[V]],

abychom explicitné zddraznili, Ze jde o pravdivostni hodnotu vyroku V' pfi e. Na e se vlastné miZeme
divat jako na pfifazeni, které atomickym vyrokdm prifazuje pravdivostni hodnoty. e se proto v logice
nazyva pravdivostni ohodnoceni (atomickych vyroku).

Stejné jako v pripadé spojky “a” postupujeme i v pfipadé ostatnich logickych spojek, napt. “ne”, “nebo”,
“jestlize ..., pak ...”, “..., prdvé kdyZ ...”. Tyto spojky oznaCujeme symboly —, V, =, <. Jejich
vyznamy, tj. zobrazeni popisujici pfifazeni pravdivostnich hodnot, pak oznacujeme —, VV, —, <. Piehled

prave uvedenych logickych spojek podava Tabulka 1.

Pruvodce studiem

Kazda logicka spojka ma své oznaceni a sviij vjznam. Oznacenim je symbol logické spojky. Vyzna-
mem je pravdivostni funkce logické spojky. Symboly a pravdivostni funkce zdkladnich logickych
spojek podava Tabulka 1.

Priklad 1.1. Mdme za tkol urcit pravdivostni hodnotu vyroku “2 + 2 = 5 nebo &islo 10 je délitelné
¢islem 6.” Jde o slozeny vyrok, ktery vznikl pouzitim spojky disjunkce (“nebo”) na atomické vyroky
“2 +2 = 57 a “Cislo 10 je d&litelné &islem 6.” Oznal&ime-li tyto atomické vyroky symboly V; a Vs
a sloZzeny vyrok symbolem V', miZeme vyrok V zapsat symbolicky ve tvaru V; V V5. Pfitom vime,
7e “2 +2 = 5 je nepravdivy vyrok a “Cislo 10 je délitelné &islem 6.” je také nepravdivy vyrok, tj.
e(“2+2 = 5”) = 0 a e(“Cislo 10 je délitelné &islem 6.”) = 0. Pro pravdivostni hodnotu vyroku
“2 4+ 2 = 5 nebo ¢islo 10 je délitelné ¢islem 6.” potom dostaneme

[|“2 + 2 = 5 nebo &islo 10 je délitelné &islem 6.”|| =
= VIl = Ve ¥ Vall. = IVille v [Valle = 0v 0 =0,

Pravdivostni
hodnota vyroku se
pocitd 7
pravdivostnich
hodnot atomickych
vyrokit pomoci
pravdivostnich
Sfunkct spojek.



nazev zapis v pfirozeném symbol pravdivostn{ tabulka

jazyce funkce pravd. funkce
a | —a

negace “ne” B - 01
110

Aloo1

konjunkce “a” A A 0/0 O

110 1

Vo1

disjunkce “nebo” \% \% 00 1

111 1

— 10 1

implikace “jestlize ..., pak...” = — 011 1

110 1

10 1

ekvivalence “...,pravé kdyz...” & — 011 0

110 1

Tabulka 1: Zdkladni logické spojky.

Poznamka 1.2. V piipadé€ sloZenych vyroki ¢asto pouzivame zavorky, abychom jednoznaéné vyznadili
strukturu vyroku. Napf. kdybychom napsali “2 -3 = 5a 24 2 = 5 nebo 2 + 2 = 47, nenf jasné,
jestli myslime “2-3 = 5a (2+2 = 5nebo 2+ 2 = 4)" nebo “(2-3 = 5a 2+ 2 = 5) nebo
242 = 4”. VSimnéme si, Ze pfi prvnim uzdvorkovani dostaneme nepravdivy vyrok, zatimco pfi druhém
uzéavorkovani dostaneme vyrok pravdivy. Zavorky pouZivame i pii symbolickém zapisu vyrokd. PiSeme
napt. V1 A (Vo vV V3), (V1 A Vo) V V3.

Shriime nyni, co vime o ur¢ovani pravdivostni hodnoty vyroku.

Pruvodce studiem

Je-li dén vyrok V' v pfirozeném jazyce a mame-li urcit jeho pravdivostni hodnotu, postupujeme
nésledovné.

1. Ur¢ime atomické vyroky V1, ..., V,,, ze kterych se V' sklada.

2. Uréime pravdivostni hodnoty e(V3), ..., e(V;,) atomickych vyroka Vi, ..., V,,. Hodnoty
e(V;) jsou souddsti zaddni nebo je zjistime nebo je zndme.

3. Vyrok V zapiSeme v symbolické podobg, dostaneme napt. V; A (Vo = V3).
4. Je-li V atomicky vyrok, pak ||V||. = e(V).
5. Je-li V sloZeny vyrok, tj. ma jeden z tvard — Vi, V3 A Vo, V3 V V5, V) = V5, Vi & V5, pak
jeho pravdivostni hodnotu uréime podle pravidel
o | = Ville = =[[Valle,
Vi A Valle = [[Ville A [|Valles
HVI v V2He = ||V1He v ||V2He»
Vi = Valle = [[Valle — [[Valle,
V1 & Valle = [[Valle < [[Valle.

Poznamka 1.3. Poznamenejme, Ze ohodnoceni e (n4s$ externi zdroj informaci, ktery ¥ikd, které atomické
vyroky jsou pravdivé a které jsou nepravdivé) nékdy neni popsén tplné. U nékterych atomickych vyroki
se totiz predpokladd, Ze je znamo, zda jsou pravdivé ¢i nikoli. NaSe zadani potom je napf.



Urcete pravdivostni hodnotu vyroku “2 +2 =4a2-3 =5".
misto tplného

Urcete pravdivostni hodnotu vyroku “2 +2 =4 a 2-3 = 57, vite-li, Ze “2 + 2 = 47 je
pravdivy a “2 - 3 = 5” je nepravdivy vyrok.

U zkréceného zadéni se pfedpoklddalo, Ze vime e(“2 +2=4") =1ae(“2-3=5") = 0.

Priklad 1.4. Ur¢eme pravdivostni hodnotu vyroku “(2 4+ 2 = 4 a &islo 10 je délitelné ¢islem 6), pravé

kdyZ neni pravda, 7e Cina je nejlidnat&jsi stt svéta”, vime-li, Ze “Cina je nejlidnat&j3i stit svéta” je
pravdivy vyrok.

Tento vyrok se skldda ze tii atomickych vyroku, totiz z vyroku “2 4+ 2 = 4”, vyroku “Cislo 10 je
délitelné &islem 6 a vyroku “Cina je nejlidnatéjsi stat svéta.” Ozna&ime-li tyto vyroky Vi, Vs a Vs,
vime, Ze e(V1) = 1, e(Va) = 0, e(V3) = 1. Symbolickd podoba zadaného vyroku je (Vi A V3) <= V3.
Pravdivostni hodnota ||(V; A V3) - V3| je

(Vi A V) &= Vs = |[Vi A Va| < || = V3| =
(Il ATIV2l) = SlVsl) = (1A0) < (1) =0 = 0 =1,

tedy vyrok “(2 + 2 = 4 a &islo 10 je d&litelné &islem 6), pravé kdyZ nenf pravda, Ze Cina je nejlidnat&jsi
stat svéta.” je pravdivy.

1.4 Kvantifikatory a pravdivostni hodnoty vyroku s kvantifikatory

Neékteré vyrazy prirozeného jazyka obsahuji proménné. Pfikladem jsou véty

Cislo z je v&t3i nebo rovno 3.

2+y=4.

JestliZe je x délitelné deseti, pak je = sudé.
T4y > z.

Tyto vyrazy nejsou vyroky. K tomu, aby se tyto vyrazy staly vyroky, bychom museli ur¢it hodnotu
proménnych, které se v té€ch vyrazech vyskytuji. Dosazenim ¢iselnych hodnot za proménné vzniknou z
té€chto vyrazii vyroky. V naSem piipadé, pokud dosadime 1 za x, 2 za y, 103 za z, dostaneme vyroky

Cislo 1 je v&tsi nebo rovno 3.
2+2=4.
JestliZe je 1 délitelné deseti, pak je 1 sudé.
142> 103.
Prvni a ¢tvrty vyrok je nepravdivy, druhy a tieti je pravdivy.

Vyrazy obsahujici proménné, které se po dosazeni hodnot za proménné stanou vyroky, se nazyvaji
vyrokové formy. Vyroky jsme oznaCovali pismeny, napt. V. Vyrokové formy byva zvykem oznaCovat
pismenem, za kterym jsou v zdvorce uvedeny viechny proménné, které forma obsahuje. Napf. “Cislo z
je v&tsi nebo rovno 3.” bychom oznadili V(z), “x + y > z” bychom oznaéili U(z, y, z) apod. Vyraz,
ktery vznikne z vyrazu U(x,y, z) dosazenim hodnoty 6 za proménnou y, oznaime U (z, 6, z) apod.
Poznamenejme, 7e U(x, 6, z) neni vyrok, nebot stdle obsahuje proménné. Vyrokem bude napf. vyraz
U(1,6,100), tj. vyraz “1 + 6 > 100”.

Z vyrokovych forem miZeme tedy tvofit vyroky dosazenim hodnot za proménné. Pro kazdou proménnou
z, kterd se v dané vyrokové formé vyskytuje, bychom ale méli zadat jeji obor hodnot, tj. mnozinu D,
vSech hodnot, kterych miZe proménnd = nabyvat. Obor hodnot D, se n€kdy nezadava, zvIaste je-li
z n&jakého divodu zfejmy. To vSak miZe vést k nedorozuméni, a proto bychom obor hodnot kazdé
proménné méli vzdy zadat. Napf. u vyrazu “x je vétsi nebo rovno 3” neni jasné, co je oborem hodnot
proménné z. Tento obor musime zadat. Musime napf. fict, Ze x muze nabyvat hodnot z mnoziny vsech
celych ¢isel, tj. D, = {0,1,-1,2,-2,3,-3,... }.

Dalsi zpisob, jak tvofit z vyrokovych forem vyroky piedstavuji kvantifikdtory. V klasické logice roze-
znavame dva kvantifikatory, obecny a existencni.

Obecny kvantifikdtor s proménnou x je vyraz

Vyrazy, obsahujict
proménné, ze kterych
se po dosazeni
hodnot za proménné
stanou vyroky, se
nazyvaji vyrokové
formy.

Kvantifikdtory jsou
Jjazykové vyrazy,
kterymi s vyrokovych
forem vznikaji
vyroky. V klasické
logice rozezndvdme
obecny a existencni
kvantifikdtor.



“Pro kazdy z plati, Ze ... ”,

popt. jen “Pro kazdy x ...”. Symbolicky se obecny kvantifikitor s proménnou = oznaCuje vyrazem
(V). Pouzitim obecného kvantifikdtoru na vyraz “z je vétsi nebo rovno 1” dostaneme vyraz

“Pro kazdy z plati, Ze x je vétsi nebo rovno 17,

coz mizeme zapsat také symbolicky jako “(Vz) (x je vé&t§i nebo rovno 1)”, popf. “(Vz) (x > 1)”. Obecny kvantifikdtor
. . . o . . . se znaci symbolem V,
Existencni kvantifikdtor s proménnou x je vyraz R y
existencni
“Existuje x tak, Ze plati ... ”, kvantifikdtor se znact
Y Ryt 5 » . c g o1z < o symbolem 3.
popt. jen “Existuje x tak, Ze ...”. Symbolicky se existencni kvantifikitor s proménnou x oznacuje Y
vyrazem (Jx). Pouzitim existen¢niho kvantifikdtoru na vyraz “z je vét$i nebo rovno 1” dostaneme vyraz
“Existuje x tak, Ze x je vétsi nebo rovno 1.7,
coz miZeme zapsat také symbolicky jako “(3x) (x je v&tsi nebo rovno 1).”, popt. “(3x) (x > 1)”. Tento
vyraz je vyrokem.
Pruvodce studiem
Symboly V a 9 pro obecny a existenéni kvantifikator pochazeji z némciny. Symbol V vznikl oto¢enim
pocatecniho velkého ,,A* ve slové ,,allgemein®, coZ je némecky vyraz pro ,,obecny*. Symbol 3 vznikl
oto¢enim pocateéniho velkého ,.E* ve slové ,.existentiell, coz je némecky vyraz pro ,.existencni*.
Obecné plati, Ze pouZzitim obecného nebo existencniho kvantifikdtoru s proménnou = na vyrokovou
formu, jejiZ jedinou proménnou je proménnd x, ziskdme vyrok. To je snadno vidét. Napf. ve vySe
uvedeném prikladu vznikl vyrok “Existuje x tak, Ze x je vet$i nebo rovno 1.” pouZitim existenéniho
kvantifiktoru na vyraz “x je vét$i nebo rovno 1.” PouZitim
" e . "y . S ay g " kvantifikdtorii na
Obecnéji plati, Ze vyrok vznikne pouZitim obecného nebo existencniho kvantifikdtoru s proménnou x N ’rokoﬁv é form
na vyraz, ve kterém je proménnd z jedinou proménnou, kterd ma v daném vyrazu volny vyskyt. Pojem 0 oy Y
vznikaji vyroky.

volny vyskyt proménné zde nebudeme piesné definovat. Je to pojem intuitivné jasny, a proto zliistaneme
v roviné intuice. Rekneme, Ze vyskyt prom&nné = v n&jakém vyrazu je volny, pokud se prom&nnd x v
tomto vyskytu nenachdzi v dosahu platnosti néjakého kvantifikdtoru s proménnou x. UvaZujme napf.
vyraz

(Pro kazdé z je z vétsi nez 0) nebo (existuje y tak, Ze x je mensi nez y).

Dosah platnosti kvantifikdtoru je ta ¢ast vyrazu, na kterou se kvantifikitor vztahuje. Napt. dosah platnosti
kvantifikdtoru “Pro kaZdé z” je “z vétSi nez 07, dosah platnosti kvantifikdtoru “existuje y” je “z je mensi
nez y” apod. Proto vyskyt proménné z ve vyrazu “z vétsi nez 0” nenf volnym vyskytem (z je totiz v
dosahu platnosti kvantifikatoru “Pro kazdé 2”), vyskyt proménné y ve vyrazu “z je mensi nez y” neni
volnym vyskytem (y je totiZ v dosahu platnosti kvantifikitoru “existuje y”), ale vyskyt proménné = ve
vyrazu “x je mens$i neZ y” je volnym vyskytem.

Podivejme se nyni, jak se vyhodnocuji pravdivostni hodnoty vyrokd, které obsahuji kvantifikatory.
Predpoklddejme, Ze je ddna vyrokovd forma V' (z), kde x je proménnd s oborem hodnot D,,. Pravdivostni  Pravdivostni

hodnotu ||(Vz)V (z)|| vyroku (Vz)V (), tj. vyroku “Pro kazdé x plati V' (z)” definujeme pravidlem hodnoty vyrokii s
) kvantifikdtory se
(V) V ()| = { 1 pokud pro kazdé m € D, je [V (m)|| =1 urcuji podle
0 jinak. Jjednoduchych
pravidel.

Slovy: Vyrok (Vx)V(x) je pravdivy, pokud pro kazdou hodnotu m z oboru D, je vyrok V(m), ktery
vznikne dosazenim m do vyrokové formy V' (z), pravdivy. Pravdivostni hodnotu ||(3z)V (x)|| vyroku
(Fz)V (x), tj. vyroku “Existuje x tak, Ze plati V' (z)” definujeme pravidlem

1 okud aspori pro jednom € D, je |[|[V(m)|| =1
I(Hx)V(z)H{ ! jpinak pofi pro j je |lV(m)|

Slovy: Vyrok (3z)V (z) je pravdivy, pokud pro alespoii jednu hodnotu m z oboru D, je vyrok V(m),
ktery vznikne dosazenim m do vyrokové formy V' (x), pravdivy.
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Priklad 1.5. (1) Je dan vyrok “Pro kazdé x plati, Ze jestlize x je d€litelné 6, pak x je délitelné 3”. Oborem
hodnot proménné x je mnoZina vech pfirozenych &isel, tj. D, = {1,2, 3,4, ... }. Uréete pravdivostni
hodnotu daného vyroku.

Dany vyrok miiZzeme symbolicky zapsat jako (Vz)(V (z)), ki

de V (z) je “Jestlize x je délitelné 6, pak =
je délitelné 3.” Podle vySe uvedeného pravidla je ||(Vx)(V (z)

)|| = 1, pravé kdyz pro kazdé pfirozené
&islo m je ||[V(m)|| = 1. Pfitom vyrok V (m) ma tvar V;(m) = Va(m), kde Vi(m) je “m je délitelné
6” a Va(m) je “m je délitelné 3. Je zfejmé, ze ||Vi(m) = Va(m)|| = 1, §j. ze ||[V(m)|| = 1
(podrobnéji: pro m délitelnd 6 je ||Vi(m) = Va(m)|| = |[Va(m)|| — |[Va(m)|] =1 — 1 = 1; pro
m nedlitelnd 6 je ||Vi(m) = Va(m)|| = ||Vi(m)|| — [|[Va(m)|] = 0 — ||Va(m)|| = 1). Proto je

[|(V2)(Vi(z) = Va(x))|| = 1, tj. vyrok “Pro kazdé x plati, Ze jestlize x je délitelné 6, pak x je délitelné
3” je pravdivy.

(2) Je dan vyrok “Existuje z tak, Ze pro kazdé y plati, Ze z < y”. Oborem hodnot proménnych = i y je
mnoZina viech pfirozenych &isel, tj. D, = D, = {1,2,3,4, ... }. UrCete pravdivostni hodnotu daného
vyroku.

Dany vyrok miZeme symbolicky zapsat jako (Jz)(Vy)(V(z,v)), kde V(z,y) je “x < y”. Pfi-
tom (Vy)(V(x,y)) je vyrokova forma, kterou miZeme oznacit U(x). Podle uvedenych pravidel je
[|(32)(Yy)(V(z,y)l| = 1, 4. ||(Fz)U(x)|| = 1, pravé kdyZ existuje pfirozené Cislo m tak, Ze
[|[U(m)|| = 1. Zvolme za m &islo 1. U(1) je vyrok (Vy)(V(1,y)). To je vyrok tvaru (Vy)(W (y)), kde
W (y) je vyrokova forma V (1, y), tj. W (y) je 1 < y. Podle uvedenych pravidel je ||(Vy)(V (1,4))|| = 1,
4. [[(vy) (W (y)) i W(m)|| = 1, 4. kdyZ pro kazdé
pfirozené &islo m je ||V (1,m)|| = 1, tj. kdyZ pro kazdé ptirozené &islo m je 1 < m. To je evidentné
pravda, a proto ||(Vy)(V(1,y))|| = 1, atedy i ||(3x)(Vy)(V (x,y))|| = 1. Vyrok “Existuje x tak, Ze pro
kazdé y plati, Ze < y” je tedy pravdivy.

Poznamka 1.6. Kvantifikatory se nékdy objevuji v nésledujici podobé.

,Pro kazdé liché x plati, Ze 22 — 1 je sudé.“ ,Existuje sudé x tak, Ze 22 je sudé.”,
obecnéji potom

,Pro kazdé x spliiujici P(x) plati V' (x).“ »Existuje z spliiujici P(x) tak, ze V (z).“
Tato tvrzenf jsou vlastné zkratkou za tvrzeni

,Pro kazdé x plati, Ze jestlize P(x), pak V (z).“ »Existuje z tak, ze P(x) a V(z).”

1.5 Zaklady vyrokové logiky
Uvod

Nas dosavadni vyklad logiky ukazal né€kolik zdkladnich pojmi a postupti, které jsou v logice dileZité.
Zakladni pojmy, se kterymi jsme pracovali, tj. pojmy vyrok a pozdé&ji vyrokova forma, vsak zlstaly jen
neur¢ité definované. Rekli jsme, 7e vyrokem intuitivné rozumime tvrzeni, u kterého ma smysl uvazovat
o0 jeho pravdivosti. Tato definice, byt'v fad€ pfipadu staci, ma dvé zasadni nevyhody. Za prvé, je nepfesna
a ponechava prostor pro spekulace o tom, co to vlastné vyrok je. Proto byly i dal$i nase definice pfisné
vzato nepfesné a stavéné spise na intuici’. Za druhé, je piili§ Sirok4, pfipousti i riznd komplikovana
tvrzeni, kterd mohou pfinést zdsadni problémy. UkaZme si to na piikladu, kterému se fikd paradox lhare.

Pruvodce studiem

Predstavme si ¢lovéka C', ktery fikd ,,Lzu‘“. Podle naseho kritéria je to vyrok. Je tento vyrok pravdivy
nebo ne?
Pojd'me si to rozebrat. Jsou dvé moznosti. Bud je to pravdivy vyrok nebo je to nepravdivy vyrok.
Je-li vyrok ,L7u.* pravdivy, pak je pravda to, co C' tik4, tj. je pravda, Ze C' 1ze. To, co C' 1ika,
je tedy nepravdivé, tedy i vyrok ,.LZu.“ je nepravdivy. Zavérem: Je-1i vyrok ,,.LZu.* pravdivy, pak je
tento vyrok nepravdivy.

ZPfesto jsme se se zdkladnimi principy klasické logiky pom&rn& dobfe seznamili. Mohli jsme sice postupovat zcela pfesné u
od zacétku, ale bylo by to na tkor srozumitelnosti.
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Je-li vyrok ,.L.Zu.“ nepravdivy, pak neni pravda to, co C fika, tj. C' nelZe. To, co C fika, je tedy
pravdivé, tedy i vyrok ,,.LZu.” je pravdivy. Zavérem: Je-li vyrok ,LZu.“ nepravdivy, pak je tento
vyrok pravdivy.

Dosli jsme k tomu, Ze vyrok ,Lzu.* je pravdivy, praveé kdyz je nepravdivy. To je spor.

Paradox lhafe ukazuje, Ze pfirozeny jazyk je natolik bohaty, Ze mtiZe vést k situacim, kdy néjaky vyrok
nemuZe byt ani pravdivy, ani nepravdivy, aniz by se porusila celkova logicka bezespornost. V piipadé
paradoxu lhafe je pricinou to, Ze vyrok ,.LZu.* se odvoldvd sdm na sebe, mluvi sdm o sobé, podobné
jako vyrok ,, Tento vyrok je nepravdivy.*

Ma ale paradox lhafe néjaké feSeni? Jednim z moznych feSeni je vzdéat se ambice pracovat se vSemi
moznymi vyroky pfirozeného jazyka a namisto toho pracovat jen s urcitymi vyroky, které ke sporim
nevedou. Tak postupuje moderni matematickd logika. Cilem Kapitoly 1.5 je ukdzat si zdklady vyrokové
logiky. Vyrokovd logika je nejjednodussi klasickou logikou. UmozZni nam ale ukédzat zptsob, jakym se
v moderni logice pracuje.

Jazyk vyrokové logiky, formule, pravdivostni ohodnoceni formuli

Na piikladu paradoxu lhafe jsme vidéli, Ze pokud nijak neomezime mnoZinu vyrokd, se kterymi pra-
cujeme, mizeme se dostat do sporu. Ve vyrokové logice jsou vyroky, se kterymi se pracuje, omezené.
Ve vyrokové logice navic nepracujeme s vyroky samotnymi, ale pracujeme s formami (tvary) vyroku.
Formy vyrokt se nazyvaji formule a jsou to presné definované fetézce symboli. Definici formule uve-
deme pozdgji. P¥ikladem formuli jsou fetézce (p A~ ¢q), (p = (¢ A 7)), (p A ) V ¢. Formule je
volné feéeno to, co je spole¢né vyrokiim se stejnym tvarem. Napf. formule (p = (g A r)) popisuje
tvar mnoha konkrétnich vyrokd, napf. vyroki ,Jestlize prsi, pak jsou silnice mokré a hrozi nebezpeci
smyku.”, ,Jestlize inflace roste, pak lidé méné spoii a vice utrdceji.* Tyto konkrétni vyroky miZeme
z formule (p = (¢ A r)) dostat dosazenim atomickych vyrokid za symboly p, ¢, 7, napf. prvni vyrok
dostaneme dosazenim ,,Pr$i.“ za p, ,,Silnice jsou mokré.” za ¢ a ,,Hrozi{ nebezpeéi smyku.* za r. Proto
ze symbolim p, q, 7, které se ve formulich vyrokové logiky vyskytuji, fika vyrokové symboly. Tim, Ze
ve vyrokové logice pracujeme s formulemi, a ne s konkrétnimi vyroky, se mizeme lépe odhlédnout od
obsahu a soustfedit se na formu. A o to ndm v logice jde.

Zacneme definici jazyka vyrokové logiky.

Definice 1.7. Jazyk vyrokové logiky se sklada z

e vyrokovych symbolii p, q, r, ..., popt. s indexy, p1, p2; pfedpokladime, Ze mame neomezené
mnoho (spoéetné mnoho) vyrokovych symbold;

e symbolii vyrokovych spojek — (negace), = (implikace), popt. ddle A (konjunkce), V (disjunkce),
< (ekvivalence);

e pomocnych symbolii (, ), [, ], atd. (rizné druhy zavorek).

Ze symbolu jazyka sestdvaji formule vyrokové logiky.

Definice 1.8. Necht'je dan jazyk vyrokové logiky. Formule daného jazyka vyrokové logiky je definovana
néasledovné:

e kazdy vyrokovy symbol je formule (tzv. atomicka formule);

e jsou-li ¢ a ¢ formule, jsou i vyrazy = ¢, (¢ A ¥), (¢ V ¢), (¢ = ¥), (¢ © 1) formule.
Priklad 1.9. Formulemi jsou tedy jisté kone¢né posloupnosti symbolt jazyka vyrokové logiky.

Formulemi jsou napf. posloupnosti p, g1, m p, (p = q), (p A7) V p), (= p = (¢ A= 1)). Posloupnost
(= p = (¢ A~ 1)) je formule, protoZe: r je formule (atomickd), tedy i = r je formule, coZ spolu
s tim, Ze ¢ je formule, davd, Ze (¢ A~ r) je formule; ddle je p a tedy i = p formule, a tedy koneéné i
(= p= (g A= 1)) je formule.

Formulemi nejsou posloupnosti A p, p AV p, pp = (p A)), atd.
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Prirozeny jazyk je
velmi bohaty.
Obsahuje vyroky,
které vedou k logicky
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Formule vyrokové
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Konkrétni vyroky
dostaneme z formuli
nahrazenim
vyrokovych symbolii
atomickymi vyroky.

Jazyk vyrokové
logiky obsahuje
symboly, ze kterych
se sklddaji formule
vyrokové logiky.



Vsimnéme si, Ze spravné bychom méli fikat ,,formule daného jazyka vyrokové logiky*. My vsak
v piipad€, Ze jazyk je zfejmy z kontextu, popf. neni dulezity, budeme fikat pouze ,.formule vyrokové
logiky* nebo jen ,.formule®.

Poznamka 1.10 (konvence o vynechavani zavorek). Jak zna Ctendf z aritmetiky, je pro zjednoduseni
zéapisu a cteni uziteCné vynechdvat zdvorky tam, kde neutrpi jednoznacnost ¢teni. Podobné budeme
postupovat i my. Napf. misto (p = ¢) budeme psit jen p = ¢. Déle se dohodneme na prioritach
symboli spojek: od nejvetsi po nejmensi je to =, A, V, =, <. To ndm umozni vynechdvat zdvorky. Tak
napf. misto (p A (¢ A 7)) miZeme psatjenp A (¢ A r), misto (p = (pAqg) Vr))jenp=pAqgVr
apod.

Zatim jsme se vénovali jen tzv. syntaktické strance vyrokové logiky. Vime, co je to jazyk vyrokové logiky,
co jsou to formule. Zatim vSak nevime, co to je pravdiva formule apod. Formule jsou jisté posloupnosti
symbolt jazyka, samy o sobé vSak nemaji Zadny vyznam. Pfifazeni vyznamu syntaktickym objektim je
zélezitosti tzv. sémantiky. Pravé sémantice vyrokové logiky se v dal§im budeme vénovat.

Definice 1.11. (Pravdivostni) ohodnoceni je libovolné zobrazeni e vyrokovych symboli daného jazyka
vyrokové logiky do mnoziny {0, 1}, tj. ohodnoceni e pfifazuje kazdému vyrokovému symbolu p hodnotu
0 nebo 1.

Poznamka 1.12. (1) 0 a 1 reprezentuji pravdivostni hodnoty nepravda a pravda. Hodnotu pfifazenou
ohodnocenim e symbolu p oznaéujeme e(p). Je tedy e(p) = 0 nebo e(p) = 1.

(2) Vyznam ohodnoceni e miZeme chapat nasledovné. Jak jsme si fekli, vyrokové symboly jsou pro
nds symboly, které oznacuji atomické vyroky. Je-li e(p) = 1, znamend to pro nds, Ze atomicky vyrok
oznaeny symbolem p je pravdivy. Je-li e(p) = 0, znamena to, Ze atomicky vyrok oznaceny symbolem
p je nepravdivy.

Je-li dano ohodnoceni e, muzeme fici, co je to pravdivostni hodnota formule. Pravdivostni hodnota
libovolné formule je pravdivostnim ohodnocenim jednoznaéné urcena a je definovana nasledovné.

Definice 1.13. Necht je ddno ohodnoceni e. Pravdivostni hodnota formule ¢ pti ohodnoceni e, oznacu-
jeme ji ||]|¢, je definovdna néasledovné:

e Je-li ¢ vyrokovym symbolem p, pak

Iplle = e(p).

e Je-li o sloznd formule, tj. jednoho z tvari = v, Y A 0,9 V 6,9 = 0, ¢ < 0, pak

I lle = =l[]le.

[ A Olle = l[¢lle A6]le,
[V Olle = [[&lle vV (161l
[ = 0lle = lI¢lle — 1101l
[ < Olle = [1¥lle < (0],

kde -, A, V, —, <> jsou pravdivostni funkce logickych spojek z Tabulky 1.

Poznamka 1.14. (1) Je-li ||¢]lc = 1 (Jl¢|le = 0), fikdme, Ze formule ¢ je pii ohodnoceni e pravdiva
(nepravdivd). Uvédomme si, Ze nemd smysl fici “formule ¢ je pravdivd” nebo “nepravdivd” (musime
fici, pfi jakém ohodnoceni!). Uvédomme si, Ze to presné odpovida situaci z Kapitoly 1.3, kdy jsme
pfi urovani pravdivostni hodnoty vyroku museli zndt pravdivostni hodnoty atomickych vyroki. Roli
atomickych vyrokd ted maji vyrokové symboly.

(2) Céast definice pravdivostni hodnoty formule, ve které se zavadi pravdivostni hodnota sloZené formule,
muzeme alternativné uvést ,,slovné*:

| =¥l = 1 pokud |[¢|e =1,
€ 0 jinak,

_J 1 pokud|¢fle=1ab]=1,
H’(/} A 9”6 - { 0 jinak,
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{1 pokud ¢l = 1nebo 6], = 1.
[ Vo= { 0 jinak,

{1 pokud [0l = Onebo 0], = 1.
ool ={ o o

[t pokud [ = [6]..
ool ={ 5 o

Snadno se vidi (ovéfte si), Ze takova definice skutecné vede ke stejnym pravdivostnim hodnotdm formuli.

NP

Nasledujici definice zavadi nékteré dalsi uZite¢né pojmy.

Definice 1.15. Formule se nazyva

e tautologie, je-li pti kazdém ohodnoceni pravdivi,
e kontradikce, je-li pti kaZzdém ohodnoceni nepravdivé,

e spnitelnd, je-1i pti aspoti jednom ohodnoceni pravdiva.

Formule ¢ sématicky vyplyvd z mnoZiny T formuli, oznatujeme T |= ¢, jestlize ¢ je pravdivd pfi
kazdém ohodnoceni, pfi kterém jsou pravdivé vSechny formule z 7.

Poznamka 1.16. Splnitelné formule jsou tedy pravé ty, které nejsou kontradikcemi. Ze je formule ¢
tautologie, se nékdy zapisuje = .

Priklad 1.17. (1) Formule p V= pip=- (p V q) jsou tautologie.

(2) Formule p A= pip < p jsou kontradikce.

(3) Formule p = p je splnitelnd, ale neni to ani tautologie, ani kontradikce.

(4) Formule p = ¢ sémanticky vyplyva z mnoziny formuli 7' = {p = r,~ ¢ == r}.

Priklad 1.18. DokaZme, Ze pro libovolnou mnoZinu 7" formuli a formule ¢, ¢ plati
T,p =y pravekdyz T |= ¢ = 1.

To je inutitivné pomé&rné jasné tvrzeni. Pritom T, ¢ znamend T U {¢}, tj. T, ¢ oznatuje mnoZinu T
roz$itenou o formuli ¢. Diikaz je velmi snadny, staci si rozmyslet, co mame dokazat. Pfedpokladejme
tedy T, ¢ |= ¢ adokazme T |= ¢ = 1. Mdme dokaézat, Ze je-li e ohodnocent, pfi kterém jsou pravdivé
vSechny formule z T, je pfi e pravdiva i formule ¢ = 1. Kdyby ale pfi e nebyla pravdivd formule
( = 1, musela by byt pfi e p pravdiva a ¢ nepravdiva (z definice pravdivostni funkce spojky implikace).
Je-li ale pfi e pravdivé o i vSechny formule z T', pak je dle pfedpokladu 7', ¢ |= 1) pravdiva i ¢, coz
je spor s tim, Ze 1) je nepravdivd. Naopak, predpoklddejme T |= ¢ = 1 a dokazme T, ¢ = 1. Mdme
dokazat, Ze je-li e ohodnocent, pfi kterém je pravdiva ¢ i vSechny formule z T', je pfi ném pravdiva i 1.
Dle predpokladu je ovSem pfi e pravdiva i ¢ = 1) a protoZe je pfi e pravdiva i ¢, je pii e pravdiva i ¥,
coz jsme méli dokazat.

Tabulkova metoda

Tabulkovd metoda pfedstavuje jednoduchy zpusob, jak piehledné zapsat pravdivostni hodnoty dané
formule pfi vSech mozZnych ohodnocenich. Jsou-li py,...,p, vSechny vyrokové symboly, které se
vyskytuji ve formuli ¢, budeme misto ¢ psét také o(p1, . .., Dn).

Podstata tabulkové metody je nasledujici. Pro zadanou formuli ¢(ps, ..., p,) vytvoiime tabulku. Ta-
bulka2 ukazuje tabulku pro formuli (p = ¢) A (p = 7). Radky tabulky odpovidaji ohodnocenim
vyrokovych symbolt. Sloupce tabulky odpovidaji symbolim pq, ..., p, a formuli . Tabulka m4 tedy
n+ 1 sloupct, kazdy je v zdhlavi oznalen pfislusnym vyrazem, tj. bud’ p; nebo ¢. Obsah fadku, ktery od-
povidd ohodnoceni e je nasledujici. Na misté odpovidajicimu sloupci tabulky s oznacenim p; je hodnota
e(p:), tj- hodnota symbolu p; pfi ohodnoceni e. Na mist€ odpovidajicimu sloupci tabulky s oznaenim ¢
je hodnota |||, tj. pravdivostni hodnota formule ¢ pfi ohodnoceni e. Tabulka ma tolik fadkd, kolik je
moznosti, jak ohodnotit symboly p1, . . ., p, hodnotami 0 a 1. ProtoZe kazdému ze symbold p1, ..., p,
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(p=qgAp=r)

—_ === OO O O
—_——_ O O = = O O
_ 0 = O = O = O3

A
1
1
1
1
0
0
0
1

Tabulka 2: Tabulka pro formuli (p = ¢) A (p = 7).

miZeme pfifadit dvé mozné hodnoty (tj. e(p;) miZe byt 0 nebo 1), mame celkem 2™ moZnosti (2 moz-

nosti pro p; krat 2 moznosti pro py krat - - - krat 2 moznosti pro p,, tj. 2 X --- X 2 = 2" moZnosti).
Tabulka ma tedy 2" ¥adkd. To je potvrzeno v Tabulce 2. Zde mdme tfi vyrokové symboly p, g, r, tabulka
m4é tedy 23 = 8 fadkl. V kaZdém fadku uvedeme piislusné ohodnoceni symbold p1, ..., p,, a hodnotu

formule ¢ pfi tomto ohodnoceni. Napt. ve tfetim fadku Tabulky 2 jsou uvedeny postupné hodnoty 0, 1,
0, 1, protoZe tento fadek odpovida ohodnocent, které symbolim p, g a r pfifazuje postupné hodnoty 0,
1 a 0 a protoZe pfi tomto ohodnoceni md formule (p = ¢) A (p = r) hodnotu 1. Je zvykem vSechna
mozna ohodnoceni symbolid uvadét ptirozené uspotfadand, tj. v prvnich n sloupcich bude v prvnim fadku
0...0 (n nul), ve druhém fadku pak 0...01 (n — 1 nul a jedna jednicka), atd. az v poslednim fadku
bude 1...1 (n jednicek). Tak je to také v Tabulce 2.

Poznamka 1.19. Rekli jsme, Ze v tabulce chceme zachytit hodnoty ¢ pii viech moZnych ohodnoce-
nich. Ohodnoceni e je ale ddno tim, jaké hodnoty pfifazuje vSem vyrokovym symbolim, tedy nejen
symbolim py, ..., p,. My jsme ale pfi popisu tabulkové metody uvazovali jen hodnoty pfifazené sym-
boltim p1, . .., p,. Dopustili jsme se tim jisté nepfesnosti, ale vcelku nepodstatné. Pfesné feceno se ma
situace takto. Pravdivostni hodnota ||¢||. zdvisi jen na hodnotéch e(p1), ..., e(pn), tj. na ohodnoceni
vyrokovych symbold py, . . ., p,, a nezdvisi na e(p) pro p # p1, . - ., P # Dn, tj. ohodnoceni vyrokovych
symbold jinychnez py, . . ., p,,. To je jasné proto, Ze ¢(p1, - . . , pr ) jiné vyrokové symboly neZ py, . . . , pn
neobsahuje. Chceme-li v tabulce zachytit hodnoty  pfi vS§ech moznych ohodnocenich, staci tedy zachy-
tit hodnoty ¢ pro vSechna moZna ohodnoceni symbolii p1, . . ., p,. TotiZ, jak jsme Fekli, hodnota ||o]|.
z4visi jen na hodnotdch e(py), ..., e(py). Je-li €’ jiné ohodnoceni, které se s e shoduje v hodnotdch
pfifazenych py, ..., pn, tj. e(p1) = €' (p1), - ... e(pn) = €' (pn), pak ||©|le = ||©]|e’» tj- hodnoty formule
 pfi ohodnocenich e a e’ jsou stejné. V daném Fddku uvedend hodnota formule |||, je tedy hodnotou
formule ¢ pfi kazdém ohodnocenf e, které symbolim p;, .. ., p, pfifazuje hodnoty uvedené v prvnich
n sloupcich tohoto Fadku. Napf. 3. fadek v Tabulce 2 uddva hodnotu formule (p = ¢) A (p = r) pii
ohodnoceni e, kde e(p) = 0, e(q) = 1, e(r) = 0, e(p1) = 0, e(p2) = 0, ...(p1 a pa jsou vyrokové
symboly jazyka, které se nevyskytuji ve formuli (p = ¢) A (p = r)), ale i pfi ohodnoceni €', ¢/(p) = 0,
€(q) =1,¢(r) =0,¢(p1) =0, €(p2) =1, ..., aipfi kazdém dal§sim ohodnoceni e”, pro které
je e’(p) = 0,¢"(q) =1, ¢"(r) = 0. Radky tedy vlastné neodpovidaji jednotlivym ohodnocenim, ale
celym tfiddm (skupindm) ohodnoceni.

Tabulka vytvofena pro formuli ¢ umoZziuje zjistit nékteré vyse popsané vlastnosti formule ¢: ¢ je
tautologie, pravé kdyz ve sloupci odpovidajicim formuli ¢ jsou samé 1; ¢ je kontradikce, pravé kdyz
ve sloupci odpovidajicim formuli ¢ jsou samé 0; ¢ je splnitelnd, pravé kdyZ ve sloupci odpovidajicim
formuli ¢ je aspon jedna 1.

Tabulkovou metodu miZeme jednodusSe rozsifit pro vice formuli. Pfedpokladejme, Ze mame formule

©1, - - -, Pm,aZe vSechny proménné vyskytujici se v alespoii jedné z téchto formuli jsou pravé py, . . ., py,.
Odpovidajici tabulka bude mit 2" fddkd a n+m formuli, oznacenych postupné p1, ..., pp a1, ..., Pm.
Do fadkt piSeme ohodnoceni e a hodnoty formuli ¢1,. .., ¢, v t€chto ohodnocenich: hodnoty e(p;)

symbold p; v ohodnoceni e piSeme do sloupcti oznacenych p;. P¥islusné hodnoty ||¢;||. formuli ¢; pfi
ohodnoceni e piSeme do sloupcii oznacenych ;. Pfiklad vidime v Tabulce 3.

Rozsitenou tabulkovou metodu mizeme pouZzit ke zjisténi, zda formule ¢ sémanticky plyne z formuli
1y Pm. Staci vytvofit tabulku pro formule ¢, . . ., ¢, a . Podle definice pak ¢ sémanticky plyne
Z P1y. .y ©Om, pravé kdyZz v kazdém tadku, ve kterém maji formule ¢, ..., ¢, hodnotu 1, m4a také
formule ¢ hodnotu 1. Z Tabulky 3 napf. vidime, Ze formule ¢ vyplyva z formuli =— p a (= ¢ = p).
TotiZ, jediny fddek, ve kterém maji obé formule +— p a (m ¢ == p) hodnotu 1, je &tvrty fadek a v
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p q| - p (mg=—mp) ¢
0 0| 0 1 0
0 1| 0 1 1
1 o 1 0 0
1 1] 1 1 1

Tabulka 3: Tabulka pro formule = p, (m ¢ == p)aq.

xy x| f ry X2 | g
0 010 0 010
0 1 1 0 1 1
1 0|1 1 0|1
1 110 1 1 1

Tabulka 4: Tabulka booleovskych funkci dvou proménnych.

tomto Fddku m4 formule g také hodnotu 1. Naopak, formule - p nevyplyva z formuli (m ¢ = p) a g,
protoZe ve druhém Fadku maji formule (= ¢ = p) a ¢ hodnotu 1, ale formule —— p tam m4 hodnotu 0.

Pruvodce studiem

Tabulkovd metoda slouzi k vypsani (tabelaci) hodnot zadanych formuli ¢, ..., @, v tabulce.
Tabulka ma 2™ fadki a n 4+ m sloupcd, kde n je pocet vSech vyrokovych symbolt, které se vyskytuji
ve formulich ¢4, . . ., .. Do fadkl piSeme vSechna mozna ohodnoceni téchto symboli a hodnoty
formuli @1, ..., ©Pmn.

Pomoci tabulkové metody mizeme zjistit, zda zadand formule je tautologie, kontradikce, splni-
telnd, a také, zda zadana formule sémanticky vyplyva z jinych zadanych formuli.

Booleovské funkce, aplna konjunktivni a disjunktivni normalni forma

Booleovskd funkce s n argumenty (nékdy n-arni booleovska funkce) je libovolné zobrazeni, které kazdé
usporadané n-tici hodnot 0 nebo 1 pfifadi hodnotu 0 nebo 1. Kazdou booleovskou funkei f s n argumenty
Ize zapsat v tabulce podobnym zpisobem jako jsme vidéli u tabulkové metody. Predpoklidejme, Ze
argumenty funkce f oznalime z1,...,x,, pak piSeme také f(x1,...,z,). Odpovidajici tabulka ma
2™ fadkd a n + 1 sloupcd. Sloupce ozna¢ime symboly x1,...,x, a f. Do kazdého fadku napiSeme
hodnoty proménnych x1,...,z, a do posledniho sloupce pak hodnotu, kterou funkce f nabyva pfi
téchto hodnotach proménnych. Pfikladem jsou booleovska funkce f a g dvou proménnych, které jsou
zapsané v Tabulce4. Funkce f napf. pfifazuje dvojici hodnot 0 a 1 hodnotu 1, tj. f(0,1) = 1, déle
7(0,0) =0, f(1,0) =1, f(1,1) = 1. Pro funkci g je g(0,0) = 0, ¢(0,1) = 1, ¢(1,0) = 1, ¢(1,1) = 1.

Vsimnéme si, Ze vySe uvedend funkce g je shodna s pravdivostni funkci V spojky disjunkce. Pravdivostn{
funkce kazdé ze spojek, se kterymi jsme se setkali, jsou booleovské funkce. Pravdivostni funkce spojek
A, VY, = a &, jsou funkce 2 argumentu, pravdivostni funkce spojky — je booleovska funkce jednoho
argumentu. Pravdivostni funkce logickych spojek jsou vlastné booleovské funkce. Funkce f z Tabulky 4
ukazuje, Ze existuji i jiné booleovské funkce nez pravdivostni funkce A, V, — a < logickych spojek
A, V, = a <. Kazdou booleovskou funkci 2 proménnych miZeme povazovat za pravdivostni funkci
logické spojky se dv€ma argumenty. Z tohoto pohledu jsou tedy spojky A, V, = a < jen nékteré z
logickych spojek se dvéma argumety. Skute¢né, napf. pravdivostni funkce spojky “bud’. .., anebo...”
je pravé funkce f z Tabulky 4 (,Bud’ V1, nebo V5 * je pravdivy vyrok, pravé kdyZ je pravdivy pravé jeden
z vyroku V7, V5). Kolik je ale booleovskych funkei s n argumenty, tj. kolik je rdznych logickych spojek
s n argumenty?

Véta 1.20. Existuje prdvé 22") booleovskych funkei s n argumenty.

Diikaz. Funkci je tolik, kolika zptisoby lze vyplnit piislusnou tabulku. Protoze funkce maji n argument,
ma tabulka 2™ fadkd. V kazdém fadku je jedno volné misto pro hodnotu funkce, a tu miZeme vyplnit
libovolnym zptisobem (napsat tam 0 nebo 1). ProtoZe volnych mist je 27, 1ze je hodnotami 0 nebo 1
vyplnit 2(2") zpiisoby. O
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1 | fi z1 | fo z1 | f3 z1 | f3

Tabulka 5: VSechny booleovské funkce jedné proménné.

Priklad 1.21. Tabulka 5 ukazuje vSechny unérni (1-arni) booleovské funkce. Pfitom f3 je pravdivostni
funkce spojky negace.

Je jasné, Ze kazd4 formule ¢ obsahujici vyrokové symboly py, ..., p, indukuje booleovskou funkci ¢
n argumentl. Je to pravé funkce, jejiZ tabulku ziskdme vytvofenim tabulky pro formuli . Napf. pro
funkci f(— q)a(q=r) indukovanou formuli (p = ¢q) A (¢ = 7) mdme f(,-4)a(g=r)(0,0,0) = 1,...,
f(péq)A\(qér)(l, 0, 1) =0,..., f(péq)A\(q#T)(l, 1, 1) =1, viz Tabulka 2.

Zajimavé ale je, ze plati také opacné tvrzeni. Ke kazdé booleovské funkci f s n argumenty existuje
formule ¢ takovd, Ze tato formule indukuje pravé funkci f. Plati dokonce, Ze formuli ¢ mtZeme
vzit takovou, Ze obsahuje pouze spojky —, A a V. Postup, jak takovou formuli ziskat, si nyni podrobné
popiSeme. Zavedme nejprve nasledujici pojmy.

Definice 1.22. Necht' V' je mnoZina vyrokovych symboli. Pak

e literdl nad V je libovolny vyrokovy symbol z V' nebo jeho negace;

e iipind elementdrni konjunkce nad V je libovolna konjunkce literald, ve které se kazdy vyrokovy
symbol z V' vyskytuje pravé v jednom literdlu;

e iipind elementdrni disjunkce nad V je libovolna disjunkce literdld, ve které se kazdy vyrokovy
symbol z V' vyskytuje pravé v jednom literdlu;

o 1ipind konjunktivni normdlni forma nad V je konjunkce tiplnych elementdrnich disjunkci nad V;
o lipind disjunktivni normdlni forma nad V je disjunkce uplnych elementarnich konjunkci nad V.

Priklad 1.23. ProV = {p,q,r}

e literdly: p,q, 7, p, ™ g, r, (ne = p)
° ﬁEK:pA\qA\r,—npA\qA\-nr,(nepA\r)
° leD:meq\Yr

UDNF: (p A qA 7)Y (pAgqA-T)

UKNF: (pV gV~ 7) A (p Vg V)

Véta 1.24. Ke kazdé formuli vyrokové logiky, kterd neni tautologii (kontradikci) existuje s ni (sémanticky)
ekvivalentni formule, kterd je ve tvaru uplné konjunktivni normdlni formy (vplné disjunktivni normdlni
formy).

Diikaz. Pro UDNF:

-pro ¢(p1, - . ., pn) uvaz. tabulku pr. hodnot

-pro fadky s hodnotou 1 sestroj UEK z p; (pro 1) a = p; (pro 0)
-vysledna UDNF je disjunkci takovych UEK

Pro UKNF dudlné: (fadky s nulou; k nim UED z p; (pro 0) a = p; (pro 1); UKNF je konjunkci takovych
UED) O

Piiklad 1.25. Sestrojte UDNF a UKNFk (p = ¢) A (p = 7).
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p g r|(p=9gAlp=r) UEK UED

0 0 O

0 0 1

0 1 0

0 1 1

1 0 O ~“pVqVr
1 0 1 ~pVqVar
1 1 0 apVagVr
1 1 1

Tedy: UDNF je
UKNFje: (npVqVr)A(=pVgVar)A(=pVaqVr)

Vyjadrovani spojek jinymi spojkami
Uplné systémy spojek VL
Definice 1.26. Booleovskd funkce (n-arni) je libovolné zobrazeni f : {0,1}" — {0, 1}.

Poznamka 1.27. Kazdému symbolu logické spojky odpovida booleovskd funkce, napf. = odpovida

—.
Definice 1.28. MnoZina {f1,..., fx} booleovskych funkci je funkéné iiplnd, pokud kazdou f :
{0,1}™ — {0, 1} 1ze vyjadfit jako slozeni nékterych funkei z { f1, ..., fi}.

MnoZina vyrokovych spojek je tpln4, jestliZe je Uplnd mnoZina jim odpovidajicich booleovskych funkeci.
Véta 1.29. {—, V, A} je funkcné uplind.

Diikaz. Plyne z véty o UDNF, O

Lemma 1.30. Je-li moZné kazdou z { f1, . . ., fr} vyjddrit jako sloZeni nékterychz {gi, . .., qi }, pak je-li
{f1,.--, fx} dplnd, jei{g1,...,q} uplnd.
Diikaz. Snadny. O

Zavedme operace sh(a,b) = —(a A b) (Shefferova); pe(a,b) = —a A —b (Peirceova nebo Nicodova
fand ..., ani ... ),

Dusledek 1.31. {—, A}, {—,V}, {—, =1}, {sh}, {pe} jsou iiplné systémy spojek vyrokové logiky.

Diikaz. Plyne z tplnosti {—, V, A}, uvedeného Lemma a

aVb = -—(-aA-b)
anb = —(-aV-d)
anNb = =(a— —b)
-a = sh(a,a)
(anb) = sh(sh(a,b),sh(a,d))
-~a = pe(a,a)
(aVvd) = pe(pe(a,b),pe(a,b))

Uplnost {fi1, ..., fr} ...k realizaci logickych obvodi vystaéim s hradly realizujici {f1, ..., fx}.
Kolik existuje n-drnich Booleovskych funkci?

Jsou systémy {«<} a {—, <} tplné?

Shrnuti

Logika je véda o spravném usuzovani. V logice jde o formu usuzovani, nikoli o obsah.

Pojmy k zapamatovani

18



logika,

logicka spojka,

vyrok,

pravdivostni hodnota vyroku,

symbol logické spojky a pravdivostni funkce logické spojky,
kvantifikator.

Kontrolni otazky

1.

AN

Jaké zndte logické spojky?

Co to je klasickd a neklasickd logika?

Jaky je vztah mezi obecnym a existencnim kvantifikdtorem?
Co to je formule vyrokové logiky?

Wsvétlete, co to je tabulkovd metoda a k cemu slouZi.

Vysvétlete pojem sémantické vyplyvdni.

Cviceni

1.

2.

viv s

Uréete pravdivostni hodnotu vyroku “Jestlize Cina je nejlidnat&jii stat svéta, pak Petr je synem
Marie.”. Pritom “Petr je synem Marie.” je pravdivy vyrok.

Je dan vyrok “Pro kazdé x plati, Ze jestlize 2z + 1 je sudé, pak = je ndsobkem 5”. Pfitom D, je
mnozina vsech prirozenych ¢isel. Je dany vyrok pravdivy?

Jsou déany vyroky “Pro kazdé x existuje y tak, Ze plati x < y” a “Existuje y tak, Ze pro kazdé x
plati x < y”. Oborem hodnot proménnych x i y je mnoZina vSech celych ¢isel, tj. D, = D, =
{0,1,-1,2,—2,3,—3,...}. Urete pravdivostni hodnoty danych vyroka.

U kaZzdé z nasledujicich formuli zjistéte, zda je tautologie, kontradikce, splnitelna.

V= zékon vylouceného tfetiho
- (¢ A @) zékon sporu

= (p A ) e (e V=) DeMorganiv zdkon
= (p V) e (mp An) DeMorganiv zdkon
(p =) & (mp =7 ) zdkon kontrapozice

Zjistéte, zda formule 1) sémanticky plyne z : (a) ¢ je (p A q) V r, ¢ jep = (¢ V 1); (b) ¢ je
(PAq)Vr.djep=(qVr).
Presvédéte se, Ze je-li v = pap = x, pak ¢ = x.

Ukoly k textu

1.
2.

. Ukazte, ze je-li V(z) vyrokovd forma, pak |[|(Vz)(V(z))|| = mingep, |[V(m)|| a
|(32)(V(2))]] = maxeep, [[V(m)]]

. Ukazte, Ze je-li V(z) vyrokovad forma, pak ||(Vz)(V(2))|| = || = Gz)(= V(x))|| a
1E2) (V@) = || = (vVz)(= V(@))Il.
Nékdy se uvadi nésledujici varianta paradoxu lhare: Krétan tikd ,,VSichni Krétani 1Zou.“ Je to

Vypiste v§echny bindrni logické spojky.

Uvedte piiklady vyrokovych forem V(z,y) tak, ze (Vz)(3y)(V(z,y)) je pravdivy vy-
rok a (3y)(Vz)(V(z,y)) je nepravdivy vyrok. Lze najit priklad formy V(z,y) tak, aby
(Vz)(Jy)(V (z,y)) byl nepravdivy vyrok a aby (Jy)(Vz)(V (z,y)) byl pravdivy vyrok?

paradox, tj. vede tato situace ke sporu podobné jako vede ke sporu paradox lhafe?

Zdtuvodnéte podle definice, Ze formule ¢ je tautologie, pravé kdyz ¢ sémanticky vyplyva z
prazdné mnoziny formuli.

Reseni
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bd

Vyrok je pravdivy.
Vyrok je pravdivy. Napovéda: Pro kazdé pfirozené ¢islo m je 2m+-1liché, tedy “Jestlize 2m+1 je
sudé, pak m je ndsobkem 5” je pravdivy vyrok, viz tabulka pravdivostni funkce spojky implikace.

. Vyrok “Pro kazdé x existuje y tak, Ze plati x < y.” je pravdivy. Vyrok “Existuje y tak, Ze pro

kazdé z plati x < y.” je nepravdivy.

Vsechny formule jsou tautologie.

(a) ano; (b) ne.

Jednoduchou tvahou pifmo z definice: Necht e je libovolné ohodnocent, pfi kterém je 1) pravdiva.
ProtoZe pfedpokldddme 1) |= ¢, je pfi ohodnoceni e pravdivé také , a tedy protoZe predpokldaddme
© = x, je pii e pravdivd i x, coZ jsme méli dokdazat.
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2 Mnoziny, relace, funkce

Studijni cile: Po prostudovani kapitol 2.1 a 2.2 by student mél rozumét pojmu mnoZina. Mél by znat
zékladni operace a vztahy definované nad mnoZinami. Student by mél tyto pojmy zndt aktivné, mél by
umét samostatné dokdzat jednoduchd tvrzeni, hledat ptiklady a protiptiklady.

Klic¢ova slova: mnozina, prvek, podmnozina, prinik, sjednoceni, rozdil.

2.1 Co ak ¢emu jsou mnoziny, relace a funkce

Mnoziny, relace a funkce jsou matematickymi protéjsky jevu, se kterymi se setkavame v kazdoden-
nim Zivoté. MnoZina je protéjskem souboru (Ci seskupeni). Relace je protéjskem vztahu. Funkce je
protéjskem p#irazeni. Pojmy mnozZina, relace a funkce patii k zdkladnim stavebnim prvkim diskrétni
matematiky a matematiky viibec. Umoziiuji pfesné, srozumitelné a jednoduché vyjadfovani. PouZivaji
se v matematice (bez jejich znalosti nemtizeme &ist Zddny matematicky text) a v fadé aplikovanych
obort v¢etné informatiky (funkciondlni programovani, relacni databaze, informacni systémy, znalostni
inZenyrstvi a dalsi).

Pruvodce studiem

S pojmy mnoZina, relace a funkce se podrobné seznamte. Jsou to jednoduché pojmy. Byly zavedeny,
abychom mohli presné mluvit o souborech, seskupenich, systémech, vztazich, pfifazenich apod.
Nenechte se svést tim, Ze preci vite, co je to seskupeni nebo vztah. Kdyz formalismus mnoZin, relaci
a funkci dobte zvlddnete, uSetfite si spoustu prace v dal$im studiu. Navic budete umét praktické
problémy dobfe ,,uchopit™ a popsat. Kdyz naopak formalismus mnozin, relaci a funkci nezvladnete,
budete s tim i v dal$ich oblastech neustale bojovat.

2.2 Mnoziny
2.2.1 Pojem mnoziny

Pojem mnoZina je matematickym protéjskem bézné€ pouzivanych pojmu soubor, seskupeni, apod. Mno-
Zina je objekt, ktery se sklada z jinych objektu, tzv. prvkii t€ mnoZiny. Tak napiiklad mnoZina (ozna¢me
ji S) vSech sudych cisel, které jsou vétsi nez 1 a mensi nez 9, se sklada z Cisel 2, 4, 6, 8. Tato Cisla jsou
tedy prvky mnoZiny S. Fakt, Ze S se skladd pravé z prvku 2, 4, 6, 8 zapisujeme

S =1{2,4,6,8}.
Mnoziny zpravidla oznaCujeme velkymi pismeny (A, B, ..., Z), jejich prvky pak malymi pismeny
(a,b,...,z). Fakt, Ze = je prvkem mnoZiny A oznaujeme
xeA

a fikame také, Ze = patii do A (popf. x je v A, A obsahuje x apod.). Neni-li « prvkem A, piSeme = ¢ A.

Dany objekt do dané mnoZiny bud’ patii, nebo nepatii. MnoZina je jednozna¢né déna svymi prvky, tj.
tim, které prvky do ni patii a které ne. Nem4 tedy smysl hovofit o pofadi prvkd v mnoziné (tj. pojmy
»prvni prvek mnoziny*, ,,druhy prvek mnoziny* atd. nemaji smysl). Nemd také smysl uvazovat, kolikrat
je dany prvek v dané mnoziné (tj. fici ,,prvek z je v dané mnoziné A tiikrat®).

Speciélni mnoZinou je tzv. prdzdnd mnoZina. Oznaluje se (). Tato mnoZina neobsahuje Zddny prvek, tj.
pro kazdy prvek x plati = ¢ (.

Priklad 2.1. Vyznac¢né mnoZiny ¢isel maji sva specidlni oznaceni.
e N oznacuje mnoZinu vSech prirozenych ¢isel. N tedy sestdva z prvkia 1,2,3,4,5,.. ..
e 7 oznacuje mnozinu vSech celych c¢isel. 7 tedy sestavda z prvkt 0,1, —1,2,—2,3,-3,4,—4,....

e Q oznacuje mnozinu vSech raciondlnich ¢isel. Q tedy sestava z celociselnych zlomkd, tj. z Cisel
%,kdemeZ,nEN.
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e R oznaluje mnoZinu viech redlnych isel. Ta obsahuje i iracionaln{ &isla, napt. v/2, 7 apod.

Mnoziny se déli na kone¢né a nekone¢né. MnoZina A se nazyva konecnd, pravé kdyz existuje pfirozené
&islo n tak, 7e prvky této mnoZiny lze jednoznaéng o&islovat &isly 1,2, ... n. Cislo n se pfitom nazyvé
po&et prvkii mnoZiny A a zna¢ime ho |A|, tj. |A| = n. Rikdme také, 7e A ma n prvkd. Napf. mnoZina
{2,4, 6,8} je kone¢nd. Zvolime-li totiz n = 4, miZeme jeji prvky o&islovat napf. ndsledovné: prvku 2
pfifadime &islo 1, prvku 4 &islo 2, prvku 6 &fslo 3, prvku 8 &islo 4. Mame tedy |{2, 4, 6, 8}| = 4, tj. pocet
prvki mnoZiny {2, 4, 6, 8} je 4. MnoZina A se nazyva nekonecnd, neni-li kone¢nd. Pak piSeme | A| = co
a fikdme, Ze A md nekone¢né mnoho prvka. Napf. mnoZina N vSech pfirozenych Cisel je nekoneéna.

2.2.2 Zapisovani mnoZzin

Mnoziny zapisujeme dvéma zdkladnimi zptGsoby. Prvnim je zapis tzv. vyctem prvkii. MnoZina sestavajici
pravé z prvki aq, . . . , a, se oznacuje {ay, ..., a, }. Piikladem je vySe uvedeny zépis {2, 4, 6, 8}. Zapis
vyctem prvki muzeme pouZit u koneénych mnozin. Druhym je zdpis uddnim tzv. charakteristické
vlastnosti. MnoZina sestdvajici pravé z prvki, které spliiuji vlastnost ¢(z), se oznacuje {z | p(z)}.

Vlastnost ¢(x) miZe byt popsand tieba i v pfirozeném jazyce, ale musi mit jednozna¢ny smysl. Napt.
je-li p(z) vlastnost ,,x je sudé pfirozené &islo vétsi nez 1 a mensi nez 9, miiZeme uvazovat mnoZinu
oznacenou {z | ¢(z)}. Ta je shodnd s mnoZinou oznadenou {2, 4, 6, 8}.

Misto ,,mnoZina ozna¢end zépisem {. .. }* budeme fikat jen ,,mnozina {. .. }. Napt. fikdme ,,mnoZina
{a,b, ¢} mé tfi prvky*, ,,uvazujme mnoZinu {z | x je sudé celé &islo}* apod.

Nékdy se pouzivd i pro zdpis nekone¢nych mnoZin zpusob, ktery je podobny zdpisu vyétem. Napiiklad
mnozinu vSech kladnych sudych &sel zapiSeme {2,4,6,8,...}. Obecné tedy miZeme pouZit zdpis
{a1,a2,a3,a4, ...}, pokud je z prvkl aq, as, ag, as zfemd vlastnost charakterizujici prvky popisované
mnoZiny. Poznamenejme také, Ze prazdnd mnoZina se nékdy zapisuje {}.

Poznamka 2.2. Zipis vyctem prvki svadi k tomu mluvit o prvnim prvku mnoziny, druhém prvku
mnoZiny, atd. Napf. u mnoZiny {2,4, 6,8} mdme tendenci fici, Ze 2 je prvnim prvkem, 4 druhym
prvkem atd. My vSak vime, Ze vyrazy ,,prvni prvek mnoZiny®, ,druhy prvek mnoZiny* atd. nemaji
smysl. MnoZina je totiz ddna jen tim, jaké prvky obsahuje, ne jejich poradim. Pfi zdpisu vyctem se ale
ktery jsme pouzili, je prvek 2 na prvnim misté, prvek 4 na druhém misté atd. Stejnou mnoZinu mizZzeme
zapsat vyétem a napf. {4, 6,2, 8}. V tomto zépise je prvek 2 na tfetim misté.

Zapis vyctem svadi déle k tomu mluvit o tom, kolikrat se prvek v dané mnoZiné vyskytuje. Z tech-
nickym divoda je vyhodné pfipustit, aby se prvky v zdpisu vyétem opakovaly. MiiZeme napf. napsat
{2,4,6,8,2,2,4}. Takovy zdpis oznaluje stejnou mnoZinu jako {2, 4, 6, 8}. Stejnou mnoZinu oznacuje
i {6,6,6,2,4,8}. Zdlezi tedy jen na tom, které prvky se v zdpise vyskytuji, nezdlezi na poctu jejich
vyskytu. Nelze tedy napf. ¥ici, Ze mnoZzina {2, 4, 6,8, 2,2, 4} obsahuje tfi prvky 2. MiZeme jen fici, Ze
v zdpise {2,4,6,8,2,2,4} se prvek 2 vyskytuje tfikrat.

Poznamka 2.3. (1) Zdpis {z € A | ¢(x)} oznaCuje mnozinu {x | z € A ap(x)}. Je to tedy zdpis
pomoci charakteristické vlastnosti. Oznaéime-1i totiz 1) (x) vlastnost, kterou prvek z spliiuje, pravé kdyz
patif do A a spliiuje p(x), pak mnoZina {z € A | p(x)} je rovna mnoZiné {x | ¢(z)}. Napf. mnoZina
{r € Z |2 < 2}jemnozina {x | z € Zax < 2}, tj. mnoZina viech celych ¢&isel, kterd jsou nejvyse
rovna 2.

(2) Casto se také pouzivé zapis {a; | i € I}. Pfitom I je n&jakd mnoZina (fikd se ji indexovd) a pro kazdy
(index) i € I je a; n&jaky prvek. Pak {a; | ¢ € I} je mnoZina

{z | existuje i € I tak, Ze v = a;}.

{a; |i € I} jetedy vlastné zdpis pomoci charakteristické vlastnosti, nebot’ oznacuje mnozinu {x | ¢(z)},
kde p(z) je .existuje i € I, tak, ze x = a;“. Je-li kazdy prvek a; mnoZinou, nazyvé se {a; | i € I}
indexovany systém mnozin.

(3) Pii zdpise pomoci charakteristické vlastnosti se pfi popisu vlastnosti ¢(x) ¢asto pouZzivaji obraty ,,pro
kazdé y plati, Ze . . . “ a ,existuje y tak, Ze plati . . . “. Jak je béZné, budeme tyto obraty zkracené zapisovat
(po fad€) pomoci ,,vy ... “a,Jy ... s ptipadnymi zdvorkami, které zajisti jednoznacny zpusob ctend,
popf. vetsi srozumitelnost. ,,.vy € Y ...“a,,Jy € Y ...* znamenajf ,,pro kazdé y z mnoZiny Y plati,
Ze ...“a .existuje y z mnoZiny Y tak, Ze plati ... . Napf. mnoZina {z | 3y € N : 2 = y?} je mnoZzina

prvki x takovych, Ze existuje pfirozené &islo y tak, Ze x = 2. Je to tedy mnoZina viech druhych mocnin
pfirozenych cisel.
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Priklad 2.4. Podivejte se na nasledujici mnoziny a jejich zépisy.

e {k|3In €N : k = 2"} oznauje mnozinu viech kladnych mocnin ¢&isla 2. Stejnou mnoZinu
oznaluje {2,4,8,16,...}.

o {ke N|k#1lajestlizedm,n € N: m-n =k, pakm = 1 nebon = 1} oznaCuje mnoZinu
v8ech prvocisel.

e {{a,b},{a},{1,2,3,{a,b}}} je mnoZina, kterd md tfi prvky. Tyto prvky samy, tj. {a, b}, {a},
a {1,2,3,{a,b}}}, jsou opét mnozZiny. {a,b} ma dva prvky (a a b), {a} md jeden prvek (a),
{1,2,3,{a,b}}} mé&tyfi prvky (jsouto 1, 2, 3 a {a, b}). Vidime tedy, Ze mnoZina mize obsahovat
prvek, ktery je sim mnoZinou. Tento prvek-mnoZina sdm miZe obsahovat prvky, které jsou
mnoZinami.

e {0} je jednoprvkovad mnoZina. Jejim jedinym prvkem je () (prdzdnd mnoZina). Uvédomte si, Ze {(}}
a () jsou rizné mnoziny ({()} obsahuje jeden prvek, () neobsahuje zadny). {0, {0}, {{0}}, {0, {0} }}
je Styfprvkova mnozina. Jeji prvky jsou 0, {0}, {{0}}, {0,{0}}}.

e Nechfa; =p,as =¢q, a3 =r,a4 =x,a5 =Yy, a6 = 2, a7 = 1,as =r, [ = {1,2,3,4},
J=1{1,2,3,7,8}. Pak {a; | i € I} je mnoZina {p, q,r,z}, {a; | i € J} je mnoZina {p,q,r,1}.

e {2 |i € N} je zapis typu {a; | i € I} (mdme a; = 2%, I = N). Je to mnoZina viech kladnych
mocnin ¢isla 2.

Mnozina je pojem, ktery intuitivné pouZivime v bé€Zzném Zivot€, chceme-li oznacit n€kolik objekti
najednou (,,dat je do jednoho pytle®). Napt. fekneme-li ,,ekonomické oddéleni ““, myslime tim vlastné
mnozinu zaméstnancii ekonomického od€leni. MnoZinovy zapis také umoziiuje jednoduse vyjadrit hie-
rarchickou strukturu. Pfedpoklddejme pro jednoduchost, Ze v nemocnici pracuje feditel (), tfi udrzbéfi
(Uy,Us, Us), naoddéleni chirurgie dva lékafi (C1, Cs) atfi sestry (C'S1, C'Sy, C'S3), na anesteziologicko-
resuscitaénim oddéleni dva 1ékafi (Ap, As) a dvé sestry (AS7, ASs), na oddéleni internim tfi 1ékafi
(I1, Iz, I3) a Ctyfi sestry (I.S1, 1S5, 1S3, 1S,4). Pak strukturu zaméstnanci nemocnice popisuje jistym
zpusobem napf. mnoZina

{{Rr},{U1,U2,Us},
{{Cla 027 C‘517 0525 CS3}’ {A17 A21 ASI7 AS2}7 {-[17]2’ I37 ISI7 ISZ; IS3; IS4}}}

Pfi tomto  pohledu se divime  takto: Zaméstnanci nemocnice  jsou  rozdé-
leni do tfech skupin, a to {R} (vedeni), {U;,Us2,Us} (technicky personal),
{{01, 02, 051, OSQ, 053}, {A1, AQ, ASl, ASQ}, {Il, IQ, 13, IS1, ISQ, 183, IS4} (zdravotnick}'f
persondl). Zdravotnicky persondl se déle déli na {C4,Cs,CSy,CSy,CSs} (chirurgické oddéleni),
{A1, Ay, ASy, AS5} (anesteziologicko-resuscitaéni oddéleni) a {I1, I, Is, [.S1, 1S5, 1S3, 15,4} (interni
oddgleni). Jinym zptisobem (vedeni, technicky persondl, 1ékafi, sestry) popisuje strukturu zaméstnanct
mnozina

{{r},{U1,U2,Us},
{017027141714-27[17-[27]3}7 {CSlv05270537ASlvA527I517I827I537IS4}}~

Pokud mluvime o mnoZiné, jejiZ prvky jsou opét mnoZiny, ik se né¢kdy misto ,,mnoZina mnoZin*
spise ,,systém mnozin“ nebo ,,soubor mnozin“. Divody k tomu jsou vsak jen estetické (zvukomalebné,
,,mnoZzina mnoZzin“ nezni dobie).

Poznamka 2.5. (1) Ne kazdou slovné popsanou vlastnost 1ze pouZzit k zdpisu mnoziny. UvaZzujme napf.
zépis {x | x je &islo uddvajici ve stupnich Celsia vysokou letni teplotu v Cesku}. Problém je v tom,
e pojem ,,vysoka letni teplota v Cesku® neni vymezen tak, Ze by kazda teplota bud byla nebo nebyla
vysoka. Napr. by teploty 30 stupiiti a vice byly vysoké a teploty mensi nez 30 stupiid vysoké nebyly.
Pojem ,,vysokd letni teplota v Cesku* je totiz vagni, uréité teploty mu vyhovuiji 1épe, ur¢ité hiite. Vagnosti
se zabyva tzv. fuzzy logika a fuzzy mnoZiny. Fuzzy mnozina se od (klasické, tj. ,,nefuzzy*) mnoziny lis{
v zasadé v tom, Ze objekt do fuzzy mnoZiny muiiZe patfit v uréitém stupni, napt. 0 (viibec nepatif), 0.2
(patfi jen trochu), . .., 1 (iplné patif). Klasické mnoZiny lze chapat jako hrani¢ni pfipad fuzzy mnozin,
ve kterém pouzivame pouze stupné 0 a 1. Zajemce odkazujeme napt. na [KIYu95].

(2) Pristup k mnozindm, ktery zde pfedstavujeme, je tzv. naivni (popf. intuitivni). MdZe vSak vést k
zvlaStnim situacim, tzv. paradoxim. Zacatkem 20. stol. na né upozornil Bertrand Russel. Aby paradoxy
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odstranil, navrhl tzv. teorii typt a na ni vybudobal pfistup k mnozindm, ve kterém se paradoxy neobjevuji.
Jiny, pozdéji mnohem rozsifenéjsi piistup k mnozindm, ve kterém se paradoxy nevyskytuji, nabizi tzv.
axiomaticka teorie mnoZin. Pro naSe ucely a i v fadé jinych situaci vSak postacuje naivni pfistup. Protoze

Vv

je také mnohem jednodussi, zistaneme u néj.

vev s

(3) Jednim z nejznaméjsich paradoxl naivniho pfistupu k mnoZindm je tzv. Russelliiv paradox. Vypada
takto: Prvky mnoZin mohou byt opét mnoziny. Déle lze jist€ uvazovat vlastnost ,,x ¢ x* a mnoziny
objektt, které ji spliiuji. Ozna¢me ji N a nazvéme ji mnoZinou vSech normalnich mnoZin, tj. x € N,
pravé kdyZ « ¢ x. Poznamenejme na okraj, Ze v§echny mnoZiny, které jsme zatim vidéli, byly normalni.
ProtoZze N sama o sobé mnozina, miZeme se zeptat, zda plati N € N, tj. zda N sama je normalni. Je
jasné, Ze musi bytbud (a) N € N, nebo (b) N ¢ N.Zkusme ty moZnosti rozebrat: (a) KdyZ N € N, pak
N spliigje vlastnost prvkd mnoziny N, tedy spliiuje z ¢ z, tedy N ¢ N. Naopak, kdyz (b) N ¢ N, pak
protoZze N spliiuje vlastnost = ¢ x, je dle definice normdlni a tedy patif do mnoZiny vSech normalnich
mnozin, tedy patii do N, tedy N € N. Vidime tedy, Ze z N € N plyne N ¢ N az N ¢ N plyne
N € N,tedy N € N plati, pravé kdyzZ N ¢ N. To je spor. Z pfirozenych piedpokladl jsme pfirozenymi
uvahami dosli ke sporu, odtud nazev paradox. Russelliiv paradox ma fadu populdrnich podob. Jednou
z nich je tzv. paradox holice: Ve mést€ je holic, ktery holi pravé ty lidi, ktefi neholi sami sebe. Otédzka:
Holi holi¢ sam sebe?

2.2.3 Vztahy mezi mnozinami

Zakladni vztahy mezi mnoZinami jsou rovnost (oznacujeme ji symbolem =) a inkluze (oznaCujeme ji
symbolem C). Jsou-li A a B mnoZiny, pak A = B ¢teme ,,(mnozina) A se rovna (mnozZiné¢) B“a A C B
éteme ,,(mnozina) A je podmnoZinou (mnoziny) B*. Pfitom

A =B znameni, Ze prokazdyx:x € Apravékdyzx € B

A C B znamend, Ze prokazdy x : jestliZex € A, pakx € B.

Jinymi slovy, A = B znamend, Ze mnoziny A a B obsahuji stejné prvky (neexistuje prvek, ktery by do
jedné patiil ale do druhé ne). A C B znamend, Ze vSechny prvky mnoZiny A jsou také prvky mnoZiny
B. A # B znamend, 7e neplati A = B. A B znamena, Ze neplati A C B.

Vsimnéme si, ze A = B plati, pravé kdyz plati zdrovei A C B a B C A. Nékdy je vyhodné psat
A C B, abychom oznacili, zZe A C B a A # B. Dile si uvédomme, Ze pro v§echny mnoziny A, B, C
jed C A, AC Aazejestlize AC BaB C C,pak ACC.

Dokazme posledni tvrzeni. Pfedpokliddejme, ze A C B a B C C. Mdme dokdzat A C C, tedy Ze pro
kazdy x plati, Ze kdyz x € A, pak € C. Zvolme tedy libovolny x a pfedpokladejme, Ze x € A.
Chceme ukazat x € C. Udélame to ndsledovné. Z x € A a z pfedpokladu A C B plyne, Ze x € B. Dile
z x € B azpredpokladu B C C plyne x € C. Dtikaz je hotov.

Pravé dokdzané tvrzeni je velmi jednoduché. Je tak jednoduché, Ze m4 clovek sklon fici ,.to je pfece
jasné, to neni tfeba dokazovat®. Tvrzeni v8ak mohou byt sloZit&jsi a sloZit€jsi (viz ddle) tak, Ze uz
nebudou ,,pfece jasnd“. Dokdzat dané tvrzeni, tj. vyjit z pfedpokladi a pomoci jednoduchych tvah (a
popf. i pomoci zndmych tvrzeni) dojit z pfedpokladi k zavéru daného tvrzenti, je pak jedinym zptisobem,
jak se presvédcit, Ze tvrzeni plati. Ostatné uvédomme si, Ze i u velmi jednoduchych tvrzeni je jedinym

korektnim zdivodnénim dikaz. Rici ,,to je prece jasné“ nemad jako argument Zddnou vahu. Za prvé,
¢lovék se miize splést (to, co se mu zd4 jasné, tak ve skuteCnosti nemusi byt). Za druhé, a to je snad jesté

vvvvvv

vvvvvv

si predist a pochopit). Tedy nase doporuceni: Ctéte ditkazy a pokouSejte se je sami vymyslet. To je
uziteény zvyk nejen pro diskrétni matematiku. Moje zkusenost je nasledujici: Osvojit si dikazy (¢ist
je, ty jednoduché i sami formulovat) vyZaduje pocdtecni ¢asovou investici. Ta se ale vyplati. V€cem
Iépe porozumite, zacnou se zdat jednoduché a zacnete vidét souvislosti. Plati to nejen pro matematiku a
informatiku, ale i pro kazdou oblast, ve které ze zdkladnich kament (pojmu, konstruktt, principd, . .. )

wevs

budujeme sloZit&jsi systém.

Priklad 2.6. Plati napf.

e {2} = {n € N | n je sudé prvocislo},
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P={keZ|IneN:2k=2n+1},

{a,b,c,d} ={b,d,c,a}, {a,b,1} ={1,a,a,b,b,b,1},

{a,b} C {a,b, ¢, d}, {a,b} C {1,2,a,b},

{a,{a,b}, {{a, 1},b}} € {{a,b,{a, b}, {a, b, 1}, {{a, 1}, b}}},

{a,b} £ {{a,b,¢}}, {{a,1}} € {a, 0,1, {a}, {1}}.

Pro¢ plati {a,b} ¢ {{a,b,c}}, tj. pro¢ {a, b} neni podmnozinou {{a, b, c}}? Vzdy. v {{a,b,c}} jsou

viechny prvky, které jsou v {a, b} (pokuseni které mtiZe plynout z povrchniho chépani C). Zdivodnéni:
Napf. pro prvek a je a € {a,b}, ale a & {{a,b,c}}.

Pruvodce studiem

Podivejte se znovu na Pfiklad 2.6. Vztahy mezi mnozinami, které jsou v ném uvedené, a dalsi
podobné vztahy byste méli umét bez problémi zdtivodnit. Tak si ovéfite, Ze t€ém dplné€ zdkladnim
vécem rozumite. Tady i na jinych mistech v textu plati, Ze skoro nema smysl Cist text dal, dokud
vdm nebude jasné (tj. dokud nebudete umét pomoci definic zdiivodnit), pro¢ napf. plati {{a}} C
{{a}, {b}} a pro¢ neplati {{a}} C {{a,b}}. Nez tyto v&ci zaCnete jasné chédpat a vidét, mtiZe to
chvili trvat. Ten &as se vam ale vrati. Zdivodnéte napt., pro€ je x € A, pravé kdyz {z} C A.

MnoZina, jejimizZ prvky jsou pravé vSechny podmnoziny dané mnoZiny X, se nazyva potencni mnoZina

mnoZiny X a znadf se 2% (nékdy také P(X)). Tedy Potencni mnoZina
< mnoZiny X je
27 = {A|AcC X} mnoZina vSech

. . e .. i .. . .. odmnoZin mnoZin
Vezméme napf. X = {a,b}. X ma &tyfi podmnoZiny. Jsou to @ (ta je podmnoZinou kazdé mnoZiny), §( Y

{a}, {b} a {a,b} (mnoZina je podmnoZinou sebe samé). Tedy 2% = {(), {a}, {b}, {a,b}}.
Priklad 2.7. e Pro X = {a} je 2% = {0, {a}},

e pro X = {1,273} je 2% = {Q]’ {l}a {2}7 {3}7 {172}7 {1’3}’ {2’3}’ {17273}}’

e pro X = () je 2X = {(} (to si promyslete: jedinou podmnoZinou mnoZiny () je (),

o pro X = {a,{a}} je 2% = {0, {a}, {{a}} . {a.{a}}}.

2.2.4 Operace s mnozZinami

Se skupinami objektt provadime v béZném zivoté rizné operace. Napf. fekneme ,,samostatnost a logické
uvazovani jsou spolecné vlastnosti Jany a Aleny“. Z mnoZinového pohledu tim myslime nasledujici.
Jana i Alena maji n€jaké vlastnosti. MnoZinu rysi Jany oznaéme J, mnoZinu rysi Aleny ozna¢me A.
MnozZiny J a A jsou rtizné, napt. oznacuje-li m vlastnost ,,je dobrd v matematice*, mize byt m € J
(Jana je dobrd v matematice), ale m ¢ A (Alena neni dobrd v matematice). Ozna¢me s a [ vlastnosti
»~samostatnost™ a ,,logické uvazovani“. Ozna¢me ddle J N A mnoZinu vlastnosti, které patii do J i do
A. Pak ,;samostatnost a logické uvaZovani jsou spoleéné vlastnosti Jany a Aleny* vlastné znamena
seJNnAale JNA.

Mezi zakladni operace s mnoZinami, se kterymi se seznamime, patifi prinik (znaci se N), sjednoceni
(znadi se U) a rozdil (znali se —). Jsou-li A a B mnoziny, definujeme mnoziny AN B, AUBaA— B  Zdkladni operace s

predpisy mnoZinami jsou
priinik, sjednoceni a
ANB = {z|zxe€Aazxec B}, rozdil.
AUB = {z|x € Anebozx € B},
A-B = {z|zeAazx¢ B}.

Tedy x patif do AN B, pravé kdyz x patii do A i do B; x patff do A U B, pravé kdyZ x patif do A nebo
do B; x patii do A — B, pravé kdyz « patii do A, ale nepatii do B.

Priklad 2.8. e Pro A= {a,b,e},B={b,c,d}je ANB ={b},AUB = {a,b,¢,d,e}, A— B =
{a, e},
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A=B -
\
S~ /
Obrazek 1: Vennovy diagramy.

e pro A ={1,2,a,b}, B={l,a}je ANB = {l,a}, AUB = {1,2,a,b}, A— B = {2,b},
B—-A=0,

e ProA={a},B={b,{a}}jeANB=0,AUB={a,b,{a}},

epro A = {0,a,{a},{a,b}}, B = {b{a,{b}}} j¢e ANB = 0, AUB =
{[bvaa {a’}?{a’ﬂb}ﬂb7 {av{b}}}’ A-B=AB-A=8B.

MnoZiny A a B se nazyvaji (navzdjem) disjunkmni, pravé kdyz A N B = (). Napf. mnoZiny {a, b, c,d} a
{1, 2, 3} jsou disjunktni, mnoZiny {a,b, 1} a {1,2, a} disjunktni nejsou.

2 v

Casto uvazujeme jednu mnoZinu X, které fikime univerzum (obor nasich dvah) a pracujeme jen s mno-
inami, které jsou podmnoZinami X . Napf. uvaZzujeme univerzum X vsech ob&ani Ceské republiky a
potom pracujeme s jeho podmnoZinami (napf. mnoZina déti z X, mnoZina zaméstnanych, mnoZina dd-
chodci apod.). Je-1i diano néjaké univerzum X a mnoZzina A C X, pak doplnék (né€kdy také komplement)
mnoZiny A je mnoZina X — A a zna¢ime ji A. Napt. pro X = {a,b,c,d, e} je {a,c} = {b,d, e}.

Je-li A = {B; | ¢ € I'} mnoZina, jejiZ prvky jsou opét mnoziny, definujeme
UA ={z|Jiel:zecB},

tedy = € |JA, pravé kdyz z patii do n&jaké mnoZiny, kterd je prvkem A. Napf.

U{{a,b,c},{a,1},{1,2}} = {a,b, ¢, 1,2}.

Pruvodce studiem

Operace a zdkladni vztahy mezi mnozinami miZeme ilustrovat pomoci tzv. Vennovych diagramii.
MnoZiny se znazoriuji (jsou reprezentovany) v roving jako obrazce ohrani¢ené uzavienymi kfivkami
(kruznice, ovaly apod.). Pfitom jedna mnoZina miZe byt reprezentovana né€kolika obrazci, které se
neprotinaji, popt. se jen dotykaji. Prvky mnoZiny jsou ty body roviny, které se nachdzeji uvnitt
odpovidajiciho obrazce (popf. se nékteré prvky v obrazci explicitné vyznaci kiizkem). Ke kazdému
obrazci se napiSe symbol odpovidajici mnoziny. Podivejte se na Obr. 1. Kazda ze Ctyf situaci (vlevo
dole, vpravo dole, vpravo nahofe, vlevo nahore) zndzornuje dvé mnoZiny, A a B. Pro situaci vlevo
dole je A = B, vpravo dole jsou A a B disjunktni, vpravo nahote A a B disjunktni nejsou, vlevo
nahote je A C B. MnoZina AN B je reprezentovdna obrazcem, ktery je roven spole¢né &ésti obrazce
reprezentujictho A a obrazce reprezentujiciho B. MnoZina AU B je reprezentovéana obrazcem, ktery
je dan sloucenim obrazce reprezentujiciho A a obrazce reprezentujictho B. Fakt A C B odpovida
situaci, kdy obrazec reprezentujici A je obsazen v obrazci reprezentujicim B.

Vennovy diagramy umoziuji ndzornou predstavu. Lze pomoci nich zndzornit mnoZiny, jejichZ
prvky miZzeme chépat jako dvourozmérné. Nékteré mnoZziny tak zndzornit nemuzZeme.

John Venn (1834-1923) byl anglicky logik a filozof. Napsal napf. vlivné knihy The Logic of
Chance: An Essay on the Foundations and Province of the Theory of Probability, 1866, a Symbolic
Logic, 1881.

Podivejme se ted’ na nékteré zdkladni vlastnosti.
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Véta 2.9. Pro mnoziny A, B, C plati

And=0, AubP=A
AUA=A4, AnA=A
AUB=BUA, ANB=BnNA
(AUB)UC =AU (BUC), (ANB)NC=AN(BNCQC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AUuBnNC)=(AUB)N(AUC)
AU(ANB)=A4, An(AuB)=A

Pred dikazem si uvédomme nasledujici. Mame-li dokdzat A = B, mame podle definice dokazat, Ze pro
libovolny prvek x je x € A, pravé kdyZ x € B. To lze ddle rozloZit na ovéfeni toho, Ze z z € A plyne
x € Bazezx € Bplyne x € A. Pojdme na dikaz Véty 2.9.

Ditkaz. AN ® = (: Zvolme libovolny z. Je z € A N (), pravé kdyZ (podle definice N) z € Aax € .
ProtoZe x € () je vzdy nepravdivé, je vZdy nepravdivy i vyrok z € Aax € (). Mdme tedy dilex € A a
z € (), pravé kdyz x € (). Celkem tedy mame x € AN (), pravé kdyZ x € (), coZ dokazuje AN Y = 0.

AUD = A:x € AU, pravé kdyz (podle definice U) z € A nebo = € (), pravé kdyZ (protoZe x € 0 je
vzdy nepravdivé) x € A.

AUA=A:x € AU A, pravékdyZz € Anebo x € A, pravé kdyZ x € A.
AN A= A:Podobné jako ptedchozi, z € AN A, pravé kdyzx € Aax € A, pravé kdyZ x € A.

AUB=BUA:x € AU B, pravé kdyZ x € A nebo x € B, pravé kdyz z € B nebo = € A, pravé
kdyz x € BU A.

AN B = BN A: Podobné jako piedchozi.

(AUB)UC = AU(BUC):z € (AUB)UC, pravé kdyZz z € (AU B) nebo z € C, pravé kdyz
(x € Anebo x € B) nebo x € C, pravé kdyz (podle pravidel vyrokové logiky) x € A nebo (z € B
nebo z € C), pravé kdyz z € Anebox € BUC, pravé kdyzxz € AU (BUC).

(AN B)NC = An(BNC): Podobné jako pfedchozi.

AN(BUC)=(ANB)U(ANC):z € AN(BUCQ), pravékdyzx € Aax € BUC, pravé kdyz
x € Aa(x € Bnebo x € C), coz je podle pravidel vyrokové logiky pravé kdyz (z € A ax € B) nebo
(reAax e C),pravekdyzax € AN Bnebox € ANC, pravékdyzz € (ANB)U (ANC).

AU(BNC)=(AUB)N(AUC): Podobné jako pfedchozi.

AU(ANB)=A:z € AU (AN B), pravé kdyz x € A nebo (z € Aax € B)), cozZ je podle pravidel
vyrokové logiky pravé kdyz z € A.

AN (AU B) = A: Podobné jako pfedchozi. O

Vidime tedy, Ze fadu vlastnosti operaci s mnoZinami dostaneme jednoduse z odpovidajicich pravidel
vyrokové logiky. Podivejme se jesté jednou na dikaz tvrzeni AN (BUC) = (ANB)U(ANC).Z
vyrokové logiky vime, Ze formule p A (¢ V ) je ekvivalentni formuli (p A ¢) V (p A r), tj. tyto formule
maji pti kaZzdém ohodnoceni stejnou pravdivostni hodnotu. Vezmeme-li ohodnocenti, které vyrokovym
symbolim p, g a r pfifazuji po fadé pravdivostni hodnoty tvrzeni x € A, x € B, x € C, pak pfi
tomto ohodnoceni mé formule p A (¢ V r) stejnou pravdivostni hodnotu jako tvrzeni z € AN (BUC)
(podivejte se do vySe napsaného dikazu) a formule (p A q) V (p A ) m4 stejnou pravdivostni hodnotu
jako tvrzeniz € (ANB)U (ANC).Protojexz € AN (BUC), pravé kdyzz € (AN B)U(ANC),
tedy AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

Pruvodce studiem

Jednim z jednoduchych ale uZite¢nych piinosut teorie mnoZin je, Zze ndm dava prostiedky jednoduse a
jednoznacéné se vyjadfovat. Bez mnozinového formalismu bychom vSe museli vyjadfovat opisem. K
jednoduchosti: Zkuste napt. opisem (tj. v pfirozeném jazyku, bez mnoZinového formalismu) popsat
mnozinu (AN(BU(AND)))U(BUE). K jednozna¢nosti: Rekneme-li ,,seskupent sudych a lichych
&isel“, mame nejspis na mysli sjednoceni mnoZiny sudych a mnoziny lichych &isel. Rekneme-li ale
»soubor malych a zelenych muzicki*, mame asi na mysli soubor t€ch muzicku, ktefi jsou zarovén
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mali a zeleni (prinik mnoZiny malych muzicki a mnoziny zelenych muzicki), ale mizeme mit
namysli i soubor t€ch muzicku, ktefi jsou mali nebo zeleni (sjednoceni mnoziny malych muzi¢ka

a mnoziny zelenych muzi¢kd). Co pfesné mame na mysli, vyplyva z kontextu nebo to musime
uptesnit. Mnozinovy formalismus je naproti tomu jednoznacny.

Shrnuti

MnoZiny, relace a funkce patfi k zakladnim pojmim matematiky. MnoZina je matematicky pojem, ktery
je protéjSkem béZné€ pouzivaného pojmu soubor, seskupeni apod. Relace je protéjSkem pojmu vztah.
Funkce je protéjskem pojmu prifazeni.

MnoZina je dana tim, jaké prvky obsahuje. Specidlnf mnozinou je prazdnd mnozina, ta neobsahuje zadny
prvek. S mnozinami miZeme provadét rizné operace. Mezi zakladni patfi prinik, sjednoceni a rozdil.
Zikladni vztah mezi mnoZinami je vztah inkluze (byt podmnoZinou). MnoZiny zapisujeme nejcastéji
vy¢tem prvki nebo uddnim charakteristické vlastnosti.

Pojmy k zapamatovani
e mnozina,
e inkluze,
e prunik, sjednocenti, rozdil,
e potencni mnoZina.

Kontrolni otazky

1. MiiZe mnoZina obsahovat dany prvek vice neZ jedenkrdt? Pro¢? Jsou mnoZiny {a,b} a {b,a}
riizné? Proc¢?

2. Jaké zndte zpiisoby zdpisu mnozin? Jsou mnoziny {x € R | 2% < 0} a {x € N | 2* < 0} stejné?
Je nékterd z nich rovna ()?

3. Plati, Ze kdy? A C B, pak |A| = |B|? Co je to potencni mnoZina dané mnoZiny? Existuje mnoZina,
Jejiz potencni mnoZina je prdzdnd?

4. Jaké zndte mnozinové operace? Jakd je nutnd a postacujici podminka pro to, aby AN X = A?
Jakd pro AU X = A?

Cviceni

1. Plati nasledujici tvrzeni?
a) 0 Co
b) D el
¢) {a} € {a,b,c}
d) {a} € {{a,b},c}
e) {a,b} C {a,{a,b}}
f) {a,b} C {a,b,{a,b}}
g) Ae24

2. N}gcht’A ={a,1,{a,b}}, B={2,a,{a}},C ={0,2,3,{a,b}}. Urete AUB, ANC,C — A,
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3. Necht A = {a,{b}}, B = {a,b,{a,b}}. Urcete BN 24, (A x B)N (B x A).
4. Urdete 20, 2{0} o{1} o{{0}} 2{0.{0}}

5. Definujme operaci ¢ vztahem
A®B=(AUB)—- (ANDB).

Zjistéte, zda plati nasledujici vztahy (vztahy dokazte, nebo naleznéte protiptiklady).
a) ApA=A
b) A (BNC)=(AeB)Nn(AaC)
) AN(BaC)=(ANB)s(ANC)
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d A (AdA)=A
e) ACB=AeCCBaC
6. Najdéte nutnou a postacujici podminku pro to, aby a) A® B =AU B,b) A® B = A.

7. Najdéte priklady mnozZin A, B, C tak, aby platilo
a) ANB=CNB,ale A£C £

b) ANBC ANnC,aleBZC
¢c) AUB=CUB,ale A#C
d AuUBC AuC,aleBZ C

8. Necht’ pro mnoziny A, B,C plati B C A C C. Ur¢ete mnozinu X, pro kterou A — X = B a
AUuX =C.

kaoly k textu

1. Zduvodnéte (pfesné podle definice), pro¢ je prazdna mnoZina podmnoZzinou kazdé mnoziny.

2. MiZe mit potenéni mnozina mnoziny A méné prvki nez mnozina A? Muze jich mit stejné?
Miize jich mit vice?

3. Jaké vztahy plati mezi mnoZinou A a 24?

ReSeni

1. a) ano, b) ne, c) ne, d) ne, e) ne, f) ano, g) ano.

2.AU B = {a,1,2,{a},{a,b}}, ANC = {{a,b}}, C — A = {0,2,3}, 28 =
{042} {a}, {{a}}.{2,a}.{2,{a}} . {a, {a}}, {2,a, {a}}}.

3. BN24 =0, (Ax B)N (B x A) = {{a,a)}.

420 = {0}, 29 = {0.{0}h 210 = ({13} 2000 = {{{0}},0}, 2001 =
{0.{0}, {{03}.{0,{0}}}.

5. a) ne, b) ano, ¢) ano, d) ano, €) ne

6. a) ANB=10,b) B=1.

7. a) A = {a,b,c}, B=1{a,c,d}, C ={a},b) A= {a}, B={a,b}, C ={a,c}, c) A= {a},
B ={a,b,c},C ={c},d) A= {a,b}, B={a,c},C ={b,c,d}.

8. X = C — B (jiné nejsou).

Studijni cile: Po prostudovani kapitol 2.3 a 2.5 by student mél rozumét pojmim relace a funkce. M€l by
znat zakladn{ operace a vztahy definované nad t€émito pojmy. Student by mél tyto pojmy znat aktivné,
mél by umét samostatné dokazat jednoduchd tvrzeni, hledat priklady a protipriklady.

Klicova slova: kartézsky soucin, relace, reprezentace relaci, inverzni relace, skladani relaci, funkce,
injekce, surjekce, bijekce, princip indukce.

Poti'ebny ¢as: 180 minut.

2.3 Relace
2.3.1 Pojem relace

Pojem relace je matematickym protéjskem béZzné pouzivaného pojmu vztah. Rizné objekty jsou nebo
nejsou v riznych vztazich. Napf. ¢islo 3 je ve vztahu ,,byt mensi* s ¢islem 5, ne vSak s ¢islem 2. Karel
Capek byl ve vztahu ,,byt bratrem* s Josefem Capkem. T¥i body v rovin& mohou byt ve vztahu , leZet na
jedné piimce*.

Vsimnéme si, ¢im je vztah uren. Za prvé je to tzv. arita vztahu, tj. ¢islo uddvajici pocet objektd, které
do vztahu vstupuji. Napf. do vztahu ,,byt bratrem* vstupuji dva objekty, ten vztah je binarni, do vztahu
»lezet na jedné pfimce* vstupuji tfi objekty, ten vztah je terndrni. Za druhé jsou to mnoZiny, jejichZ prvky
do vztahu vstupuji. Napt. do vztahu ,,byt bratrem* vstupuji dva objekty, prvni je z mnoZiny X7 lidi,
druhy je z mnoZiny X5 lidi. V tomto pfipadé jsou X; a Xs stejné, tj. X; = Xs. To tak ale nemusi byt.
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UvaZujme napf. vztah ,,mit” mezi mnozinou X; né&jakych objektti a mnozinou X5 néjakych atributia. V
tomto piipadé je obecné X; # Xo, napt. X1 = {pes, kocka, béhat, stil, rychly, zeleny, &ist} a Xo = {,,je

podstatné jméno®, ,,je sloveso“}. Je-li déna arita n a pfislusné mnoZiny X;, ..., X, vztah je potom
uréen tim, které prvky x1 z X4, ..., ©, z X,, v tom vztahu jsou a které ne. To nds pfivadi k pojmu
relace.

Zékladnim pojmem je pojem uspotfddané n-tice prvki. Usporddand n-tice objektli x1, . .., x,, (v tomto
pofadi) se oznauje (x1,...,x,). Prvek z; (1 < ¢ < n) se nazyvd i-td slozka dané n-tice. Rovnost
definujeme tak, Ze (x1,...,2n) = (Y1,...,Ym), pravékdyzn = maxy = y1, ..., T, = Yn. n-tice a

m-tice jsou si tedy rovny, pravé kdyZ maji stejny pocet sloZek a odpovidajici si sloZky jsou stejné.
Definice 2.10. Kartézsky soucin mnoZin X1, ..., X,, je mnozina X; X --- X X,, definovand pfedpisem

X1 x---xX, = {<{E1,...,$n>|1’1€X1,...,$n€Xn}-

Je-li Xy =--- =X, = X, pak Xj X --- x X, zna¢ime také X" (n-td kartézskd mocnina mnoZiny
X). Usporddanou 1-tici (x) obvykle ztotoZiiujeme s prvkem x (j. {x) = x). Potom tedy X je vlastné
mnozina X.

Priklad 2.11. ePro A = {a,b,c}, B = {1,2} je A x B =
{{a,1),(a,2), (b, 1), (b,2), (¢, 1), (¢,2)}, B* = {(1,1),(1,2),(2,1), (2,2)},

e pro A = {{a},b}, B={1}je Ax B ={{{a},1), (b, 1)}
e pro A={1,2}, B={b}je Ax Bx A={(1,b,1),(1,0,2),(2,b,1),(2,b,2) },
e pro A =0, B=/{1,2,3}je Ax B = () (neexistuje totiZ uspofddand dvojice (z, y) tak, aby x € A
ay € B).
MiZeme pristoupit k definici pojmu relace.
Definice 2.12. Necht X3,..., X, jsou mnoziny. Relace mezi X1, ..., X, je libovolna podmnoZina

kartézského soucinu X; X --- x X,,.

Poznamka 2.13. (1) Cislu n fikdme arita relace R, R se nazyva n-arni. Je-li X3 = --- = X,, = X,
nazyva se IR také n-arni relace v mnoZziné X. Pro n = 1,2, 3,4 se misto n-arni pouZiva také undrni,
bindrni, terndrni, kvaterndrni. To, Ze R je unarni relace v X, vlastné znamen4, ze R C X.

(2) Oprvcichz; € Xy,...,x, € X, fikdme, Ze jsou (v tomto poradi) v relaci R, pokud (21, ...,z,) €
R.
Relace je tedy mnoZina sestdvajici z n-tic prvkd pfislusnych mnoZin. Obsahuje ty n-tice (x1, ..., z,),

které mezi sebou maji zamysleny vztah. Ty, které zamysleny vztah nemaji, neobsahuje. BéZné pouzivany,
avsak jen intuitivné chdpany, pojem vztah je tedy pojmem relace matematizovan. Pojem relace je pfitom
zaloZen na pojmech mnoZina a usporddana n-tice.

Priklad 2.14. (1) Pro X = {a,b,c}, Y = {1,2,3,4} jsou {(a,2),{(a,3), (b, 1),{c, 1)}, {{a,2)},
(, X X Y bindrni relace mezi X a Y. {{a,b,2,4,c),{(a,a,2,2,a)} je relace mezi X, X,Y,Y, X.
{{a, 1), (2,¢)} neni bindrni relace mezi X a Y, protoZe dvojice (2, ¢) nepatii do kartézského soucinu
X xY.

(2) Predpokladejme, Ze na rodinné oslavé jsou Adam (A), Bedfich (B), Cyril (C), Dominik (D), Egon
(E), Marta (M), Nada (N), Olga (O), Pavla (P) a Radka (R). Pfitom A je synem Cyrila a Marty, C je
synem Egona a Olgy, P je dcerou Dominka, E je synem Adama a Radky. Urcete binarni relaci R, ktera
odpovida vztahu ,,X je ditétem Y*, a terndrn{ relaci S, ktera odpovida vztahu ,,X je ditétem Y a Z*, kde
Y je otec a Z je matka.

Jde o relace na mnozing {A, B, C, D, E, M, N, O, P, R}. R bude obsahovat viechny uspofddané dvojice
(x,y) takové, Ze x je ditétem y. S bude obsahovat vSechny uspofddané trojice (x, y, z) takové, Ze x je
dité€tem otce y a matky z. Tedy

R = {<A7 C>7 <A7M>= <CvE>7 <C, O>7 <P7D>= <E7 A>7 <E7R>}

S = {<A7 C’M>7 <C7E’ O>7 <E7 A" R>}'
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piijmeni jméno | narozeni | vzdélani | funkce
Adam Jir{ 1976 SS prodejce
Kos Jan 1961 VS projektant
Mal4 Magda | 1955 SS sekretatka
Rychly Karel | 1967 S feditel
Zahradnik | Milan | 1950 ZS technik

Tabulka 6: Databaze z Prikladu 2.15.

(3) Plati-li navic, Ze C je manZelem M, E je manZelem O a A je manZelem R, miiZeme uvaZovat binarni
relaci 7' mezi mnozinou X = {A, B, C, D, E} muzi a mnozinou Y = { M, N, O, P, R} Zen, tj.
T C X x Y, kterd odpovida vztahu ,,byt manzelem*. Pak bude

T = {(C,M), (E,O), (A,R)}.

P 2 N

(4) Zapiste jako binarni relaci vztah délitelnosti (tj. ,,z d€li y* znamena, Ze existuje celé Cislo & tak, Ze
z -k =y)namnoziné X = {2,...,10}.

Ozna¢me prislusnou relaci D. Je tedy D C X x X, konkrétné

D = {(2,2),(2,4),(2,6),(2,8),(2,10), (3,3)(3,6), (3,9), (4,4), (4,8), (5,5), (5,10), (6, 6), (7,7),
(8,8),(9,9), (10,10)}.

Pruvodce studiem

Zastavme se u pojmu relace. Podle Definice 2.12 je relace podmnoZzina kartézského soucinu. Dava
to smysl? Relace ma byt matematickym protéjSkem pojmu vztah, ktery je prece kazdému jasny.
Naproti tomu ,,podmnoZina kartézského soucinu® zni nepiistupné a zbytecné komplikované. Pokud
souhlasite s pfedchozimi dvéma vétami, bude nejlepsi, kdyZ si zkusite sami narvhnout definici pojmu
relace. Uvidite, jestli pfijdete na néco lepStho neZ je Definice 2.12. Pfitom ale dodrZzte ,,pravidla hry*:
Vase definice musi byt jednoznacna (tj. musi byt zaloZena na jednoznacné definovanych pojmech)
a musi byt tak obecnd, aby odpovidala pojmu vztah (tj. nemuzete se napf. omezit jen na binarni
relace). Napt. definice ,,Relace je ddna tim, které prvky jsou v relaci se kterymi.* neobstoji. Je znacné
neurcitd a navic je to definice kruhem (v definici pojmu relace se odkazujeme na pojme relace).
Zkuste si predstavit, Ze podle této definice mate rozhodnout, zde néco je nebo neni relace. Ze je
tteba, aby definice relace byla jednoznacna a jednoducha vynikne nejlépe, kdyZ si uvédomime, Ze
relace miZeme chtit zpracovavat pocitacem (a pocitacovych aplikaci zaloZzenych na relacich je cela
fada). Pfedkladdme-li nejednoznac¢nou definici ¢lovéku, mize nam to projit, ten clovék si definici
tteba domysli. U pocitace nam to neprojde, pocitac si nic nedomysli. Kromé toho, jednoznacnost a
jednoduchost definice patii ke kultufe vyjadfovani nejen v matematice. Nejste-1i tedy spokojeni s
Definici 2.12, zkuste ted sami navrhnout lepsi a pak pokracujte ve ¢teni.

Porovnejte nyni va$ navrh s Definici 2.12 (nejlépe s kolegy nebo ucitelem). Pokud jste lepsi
definici nevymysleli, vra, te se k Definici 2.12 a znovu ji posudte.

Priklad 2.15. Pojem relace md ustfedni roli v tzv. relaénim databazovém modelu, ktery navrhl
E. F. Codd.? Tzv. relaéni pohled na databaze spo&ivd v tom, Ze databézi chdpeme jako relaci. Napf.
databézi znazornénou Tab. 6, kterd obsahuje v fddcich informace o zaméstnancich, miZzeme chapat jako
5-4rni relaci R mezi mnoZinami (t€m se v databézich fikd domény) D; = {Adam, Kos, Mal4, Rychly,
...}, Dy = {Jifi, Jan, Magda, Karel, ...}, D3 = {n € N | 1900 < n < 2004}, D4 = {ZS, SOU, SS,
Vg}, D5 = {prodejce, projektant, sekretédtka, feditel, .. . },tedy R C Dy x Dy x D3 X Dy x Djy. Relace
je ddna zdznamy (fadky) v databdzi, takZe napft. ( Adam, Jifi, 1976, SS, prodejce) € R, ( Kos, Jan, 1961,
VS, projektant) € R. V relaénich databdzich jsou zavedeny i jiné operace neZ ty, které zavedeme my.
Tyto operace slouzi k manipulaci a zpfistupiiovani dat v databdzi a Cten4f se s nimi muze sezndmit téméef
v kazdé uCebnici databazovych systémi.

3pgkné je o tom napséano v knize C. J. Date: The Database Relational Model: A Retrospective Analysis. Addison Wesley,
Reading, MA, 2001.
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R|1 2 3 4
a | x X X
b X X
c | x

Tabulka 7: Tabulka popisujici bindrni relaci R mezi X = {a,b,c}ay = {1,2,3,4}.

2.3.2 Vztahy a operace s relacemi

Relace jsou mnoZiny (relace je podmnoZina kartézského soucinu). Proto s nimi Ize provadét mnoZinové
operace (N, U, —) a lze na né aplikovat vztah inkluze (C).

Priklad 2.16. (1) M&me X = {a,b,c}, Y = {1,2,3,4} a uvaZujme bindrni relace R =

{{a, 1), {a,4),{c,2),{c,3),{c,4)}, S = {{a,2),(a,3),(a,4),(b,1),(b,3)}, T = {{a,4), (c,4)} mezi
X aY. Pak je napft.

rRNS = {{a,4)},
RUS = {<a71>7<a72>7<a’3>7<a’34>7<b7 1>’<b73>’<C72>7<C73>7<C74>}'

DilejeT C R, R ¢ S apod.

(2) Necht < je relace uspofadéni a | relace délitelnosti na mnoZing N pfirozenych &isel. Tedy (k, 1) €<,
pravé kdyzZ k je mensi nebo rovno [, a (k, 1) € |, pravé kdyz [ je délitelné &islem k (v tomto pfipadg, jako
i u jinych pfipadd bindrnich relaci, b&€Zné pouzivame tzv. infixovou notaci, tj. piSeme k < [ a k|l). Pak
| €<, tj. relace | je podmnoZinou relace <. To vlastné znamend, Ze pro vSechna pfirozend &isla k, [ € N
plati, Ze kdyZ k|l, pak k <.

(3) Jsou-li Ry a Ry relace popisujici néjaké databaze (viz Priklad 2.15), pak R; U R je relace popisujici
databazi, kterd vznikne slouenim vychozich databazi, tj. zfet€zenim databdzovych tabulek (pfesné
vzato, slouéenim a vymazanim duplicitnich vyskyti databiazovych fadkd). Ry N Re je relace, kterd
popisuje spolecné polozky obou databazi.

2.3.3 Operace s binarnimi relacemi

S relacemi vSak lze diky jejich specidlni struktufe provadet i dal$i operace. Zaméfime se na bindrni
relace. Ty lze zndzorfiovat tabulkami. Napf. relace R = {(a, 1), (a, 2), (a,4), (b,2), (b,4), {c, 1)} mezi
mnoZinami X = {a,b,c}aY = {1,2,3,4} je zndzornéna v Tab. 7. Tedy, je-li (x, y) € R, jev priseciku
fadku x a sloupce y symbol x, jinak tam neni nic.

Zacneme tzv. inverzni relaci. Inverzni relaci k relaci R C X x Y jerelace R~ mezi Y a X definovana
predpisem
R™'={(y,z) | (x,y) € R}.

Priklad 2.17. Necht relace R mezi X = {a,b,c} aY = {1,2,3} je R = {(a,1), (a,2), (b,2)}. Pak
inverzn{ relace k R je relace R~ mezi Y a X dand R~ = {(1,qa), (2,a), (2,b)}.

Dal3i operaci je tzv. sklddani. Je-li R relaci mezi mnoZinami X a Y a S relaci mezi mnoZinami Y a Z,
pak slozenim relaci R a S je relace R o S mezi X a Z definovan4 piedpisem

RoS = {(z,2) |existujey € Y : (z,y) € Ra(y,z) € S}.

Tedy (x, z) patii do relace R o S, pravé kdyZ existuje prvek y € Y tak, Ze (z,y) jsou v relaci R a (y, z)
jsou v relaci S.

Uvazujme nésledujici piiklad. Necht' X je mnoZina pacientd, Y mnoZina pfiznak nemoci a Z mnoZzina
nemoci. Necht R C X x Y je relace ,,mit pfiznak®, tj. (z,y) € R znamend, Ze pacient 2 m4 pfiznak
y,aS CY x Z jerelace ,byt piiznakem®, j. (y, z) € S znamend, Ze y je pfiznakem nemoci z (napf.
zvySend teplota je pfiznakem chfipky). Pak pro pacienta z € X anemoc z € Z znamend (x, z) € Ro S,
Ze existuje pfiznak y € Y tak, Ze pacient z md tento pfiznak a zdrovei je tento pfiznak piiznakem
nemoci z. Tedy (z, z) € R o S miZeme interpretovat jako ,,pacient x miZe mit nemoc z*.

Priklad 2.18. Necht X = {1,2,3,4,5,6, 7} (X reprezentuje pacienty 1-7), Y = {b, h, k,0,r,s,v, z}
(b...bolesthlavy, h...horecka, k . . . bolest koncetin, o .. . . oteklé Zlazy na krku, r . . . ryma, s . . . strnuly
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S| C M N S Za
R|b h kE o r s v =z

b | x x
1 X X

h | x X X
2 X

k| %
3 X X X X X X X X

0 X
4 X

r | X X
5 X X X

s X
6 | Xx X X X

v X X X
7 | X X X X

z X

Tabulka 8: K Piikladu 2.18: Tabulky popisujici bindrni relaci R mezi pacienty a pfiznaky nemoci (vlevo)
arelaci S pfiznaky nemoci a nemocemi (vpravo).

RoS|C M N S Za
1 | x X X
2 | x X

3 | x X X X X
4 X X X
5 | x X X X X
6 | x X X
T | x X X

Tabulka 9: Tabulka popisujici binarni relaci R o .S mezi pacienty a nemocemi (viz Pfiklad 2.18).

krk, v ...vyrdZka, z ...zvraceni), Z = {C,M,N, S, Za} (C ...chfipka, M ...meningitida, N
... plané nestovice, S ... spalni¢ky, Za . . . zardénky). Vztah ,,mit pfiznak mezi pacienty a pfiznaky je
popséan relaci R C X x Y zndzornénou v Tab. 8 vlevo, vztah ,,byt pfiznakem nemoci“ mezi ptiznaky
a nemocemi je popsan relaci S C Y x Z znazornénou v Tab. 8 vpravo. SloZeni relaci R a S je relace
RoS C X x Z zndzorménd v Tab. 9. ProtoZe (z,z) € R o S miZeme chdpat tak, Ze pacient z miZe
mit nemoc z, miZeme se na piiklad divat ndsledovné. Ze vstupnich informaci R (d4no 1ékafskym vyset-
fenim) a S (ddno znalosti 1ékare) jsme odvodili nové informace reprezentované relaci R o S. Ty fikaji,
Ze napf. pacient 1 mize mit chfipku, meningitidu nebo spalnic¢ky, Ze pacient 3 mtize mit libovolnou z
uvazovanych nemoci (md vSechny sledované piiznaky), pacient 5 miize mit libovolnou z uvazovanych
nemoci (pfestoZe nemd vSechny sledované ptiznaky) atd.

Véta 2.19. Prorelace RC X xY,SCY x Z, T C Z x U plati.

Ro(SoT) = (RoS)oT
(RoS)™' = S 'oR™!
(RFH™ = R

Ditkaz. Ro (SoT) = (RoS)oT: Mime (x,u) € Ro (S oT), pravé kdyz existuje y € Y tak,
,u)y € S oT, pravé kdyz pravé kdyz existuje y € Y tak, Ze (x,y) € R a existuje
(y,2) € S a{z,u) € T, pravé kdyZ existuji y € Y a z € Z tak, Ze (z,y) € R,
u) € T, pravé kdyZ existuje z € Z tak, Ze (x,2) € Ro S a (z,u) € T, pravé€ kdyz
)

(Ro “loR™ 1 (z,2) € (RoS)™L, pravé kdyZ (z,2) € (Ro S), pravé kdyZ existuje y € Y
tak, Ze (x,y) € Ra (y,z) € S, pravé kdyZ existuje y € Y tak, Ze (z,y) € S~!a (y,x) € R™1, pravé
kdyZ (z,z) € STt o R7L.

(R°YH™ = R: (z,y) € (R7Y)7L, pravé kdyz (y, x) € R™1, pravé kdyz (z,y) € R. O
Existuji vSak i dalsi pfirozené zpisoby, jak sklddat relace. Pfedpokladejme opét, Ze R C X x Y,
SCY xZ.PakR<S, R>Sa R[S jsourelace mezi X a Z definované piedpisy

R<S = {{(x,z)|prokazdéy €Y : pokud (x,y) € R, pak (y,z) € S},
R>S = {(x,z)]|prokazdéy €Y : pokud (y,z) € S, pak (z,y) € R},
ROS = {(z,z)|prokazdéy €Y : (z,y) € R, pravé kdyz (y,z) € S}.

Vratime se k piikladu s pacienty, pfiznaky a nemocemi. (x, z) € R <1.S znamen4, Ze v8echny pfiznaky,
které m4 pacient x, jsou pfiznaky nemoci z. (z, z) € R[> S znamend, Ze pacient x md vSechny pfiznaky
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RS |C M N S Za RS |C M N S Za
1 | x X 1
2 | x X X 2
3 3 | x X X X X
4 X X X 4 X
5 X 5 X X
6 | x 6 | X
7 X 7 X
ROS|C M N S Za
1
2
3
4 X
5 X
6 | x
7 X

Tabulka 10: Tabulka popisujici binarni relace R < .S, R > S a R[J.S mezi pacienty a nemocemi (viz
Priklad 2.20).

nemoci y. {x, z) € R[S znamend, Ze pacient  mé pravé pfiznaky nemoci y. Uvédomme si, Ze relace
R miZze vzniknout na zdkladé lékaiského vySetfeni (1ékaf zjiStuje, jaké pfiznaky pacienti maji) a Ze
relace S je ,,uCebnicova znalost™ (Iékafské knihy popisuji pfiznaky jednotlivych nemoci). Obé R i .S
tedy mohou byt dostupné napft. v databdzi. VSechna slozeni Ro S, R<1.S, Rt>S1i RS je pak moZzné
z R a S jednoduse spocitat. Tyto relace poskytuji netrividlni informace o tom, ktefi pacienti mohou
mit které nemoci. Pfitom pro daného pacienta = a danou nemoc y ma kazdy z faktd (z,z) € Ro S,
(x,2) e R< S, (x,2) € R> Si(x,z) € ROS presné stanoveny vyznam. Pfitom nejslabsi indikaci
toho, Ze pacient  md nemoc z je fakt (x, z) € R o S (z m4 aspoii jeden ptiznak nemoci z), nejsiln&jsi
naopak fakt (x,z) € RO S (z mé pravé vSechny pfiznaky nemoci z). Jak je vidét piimo z definice
(rozmyslete si), relace <1 i > jsou podmnoZinami relace [J, ta je jejich prinikem.

Priklad 2.20. Vra,me se k Prikladu 2.18. Relace R <1.S, R > S a R[S jsou znazornény v Tab. 10.

2.3.4 Binarni relace a jejich reprezentace

Pruvodce studiem

Chceme-li matematické pojmy zpracovavat v pocitaci, je tfeba je vhodnym zpusobem v pocitaci
reprezentovat. Musime tedy navrhnout, jak by mél byt matematicky pojem (mnoZina, relace apod.)
v pocitaci (tj. v paméti pocitace) uloZen. Nejde ale jen o samotné uloZeni v paméti, nybrz také o to,
aby vypocty, které budou s danymi pojmy provadény, byly rychlé.

V této kapitole si ukdZeme zakladni zplsoby reprezentace bindrnich relaci. Pfedpokladejme, Ze je ddna
bindrni relace R mezi kone¢nymi mnoZinami X a Y.

Reprezentace matici (tabulkou)

Pfipometime, Ze matice typu m X n je obdélnikové schéma o m fadcich a n sloupcich, ve kterém se
na kaZdém misté odpovidajicim néjakému fddku a néjakému sloupci nachdzi néjaka (zpravidla ¢iselnd)
hodnota. Ozna¢me takovou matici M. Pro kazdé ¢ € {1,...,m}aj € {1,...,n} oznadme m;; prvek
matice z praseéiku fadku ¢ a sloupce ;.

Pruvodce studiem

Matice typu m X n je to samé co tabulka o m fadcich a n sloupcich. Rozdil je jen v tom, Ze
matice maji specificky zptsob zépisu a Ze s maticemi jsou definovany rizné standardni operace.
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Rii3i 110 1
Z » » Mep=|0 10 1

1000
c | X

Tabulka 11: Tabulka (vlevo) a matice (vpravo) popisujici binarni relaci R mezi X = {a,b,c} aY =
{1,2,3,4}.

Pojem matice pouZivaji matematici a inZenyfi, zvlaS, kdyZ se s tidaji zanesenymi v matici budou
provadét dalsi operace. Pojem tabulka pouziva kazdy, kdo chce prehlednym zpisobem zapsat tidaje
o néjakych polozkach (viz tabulkové procesory, nabidkové katalogy apod.).

Tabulky a matice predstavuji zakladni zplsob reprezentace bindrnich relaci. Necht' R je relace mezi
mnoZinami X = {x1,...,2n} aY = {y1,...,yn} Relaci R reprezentujeme tabulkou/matici, ve
které se na mist¢ odpovidajicim fadku ¢ a sloupci j nachdzi hodnota, kterd uréuje, zda dvojice (z;, y;)
je v relaci R. Obvykle se pouZzivd 1 (popf. x) k oznadenf (z;,y;) € R a O (popf. prdzdné misto)

k oznaleni (x;,y;) ¢ R. Matice My reprezentujici relaci R C {x1,...,zm} X {y1,...,yn} je
definovéana predpisem
1 jedi (w,y;) € R,
i ‘{ 0 Jedi (as,u;) ¢ R. @D

MR, se nazyva matice relace R. Naopak také, kazdd binarni matice M typu m X n, tj. matice s hodnotami
0 a 1, reprezentuje relaci mezi X = {x1,...,xmtaY = {y1,...,yn}-

Priklad 2.21. V Tab. 11 vidime tabulkovou a maticovou reprezentaci relace

R ={{a,1),(a,2),(a,4), (b,2), (b,4), (¢, 1)}

mezi X = {a,b,c} aY ={1,2,3,4}.

Vyhodou této reprezentace je piehlednost a to, Ze zjistit, zda (z;,y;) € R, lze rychle. Nevyhodou je
pamé, ova narocnost. Napf. pro reprezentaci relace na mnoziné X s 1000 prvky je odpovidajici matice
rozméru 1000 x 1000 a ma tedy 1000000 policek. V ptipadé, Ze kazdy prvek z X je v relaci s (pramérng)
3 prvky z Y, obsahuje matice 3 tisice jednicek a zbytek (997 tisic) jsou nuly. Pfitom uchovavat nuly je
zbyte¢né, stacilo by uchovat informaci o tom, kde maji byt jednicky. Pro takové ptipady se pouZivaji
jiné reprezentace.

Pro binarni matice mtizeme zavést operace, které odpovidaji operacim s relacemi. M&jme bindrni matice
M, N typu m x n a matici K typu n x k. Definujme nésledujici operace.

MVN =P, pij = max{m;,n;;}

MAN =P, pi; = min{m;;, n;;}
M-N=P, pi; = max{0,m;; —n;;}
M-K=P, pij =max{m; - k;;; l=1,...,n}
M7, mg;- =my; .

Napiiklad operace A pfifazuje maticim M a N matici P, jejiZ kaZdy prvek p;; je roven minimu z hodnot
mij ang;.

Véta 2.22. Prorelace R,S C X xY,U CY x Z je

Mpgus = Mg V Mg
Mpgns = Mg A Mg
Mg_s = Mg — Mg
Mpgoy = Mg - My
Mp- = (Mg)"

Diikaz. Duikaz je jednoduchy. Staéi porovnat definice operaci s maticemi a definice operaci s relacemi.
O
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b c

Obrazek 2: Graf relace k Prikladu 2.24.

Priklad 2.23. Na mnoziné X = {aj,as,a3,a4} uvazujme relace R = idx U
{{a1,a2), (a1, a3), (as,a2)} a S = {(a1,a1),(az,a4),(as, as),(as,a1)}. Plitom idx =
{{a1,a1),..., (as, ag)}. Matice téchto relaci jsou
1 1 1 0 1 0 0 0
01 0 0 0 0 0 1
Me=119 11 0 @ Ms=119 901
0 0 0 1 1 0 0 0
Matice relace R U S je
1 1 10
01 0 1
MrVvMs=1 4 1 1 1
1 0 0 1
Matice relace RN S je
1 0 0 O
0 0 0 O
MeAMs =14 ¢ o o
0 0 0 O
Matice relace Ro S je
1 0 0 1
0 0 0 1
Mr-Ms=19 0 0 1
1 0 0 0
Matice relace R~ je
1 0 0 0
r [ 1110
Mr)" =11 ¢ 1 0
0 0 0 1

Reprezentace grafem

Grafy predstavuji dalsi zplsob reprezentace bindrnich relaci, ktery je ndzorny. Graf bindrni relace R

na mnoziné X dostaneme tak, Ze kazdy prvek x € X znizornime v roviné jako krouZek s oznacenim

daného prvku. Pokud (z,y) € R, nakreslime z krouzku odpovidajictho = do krouzku odpovidajictho y  Relace na mnoZiné

Sipku. lze graficky zndzornit
) ) ) ) pomoci tzv. grafil.

Priklad 2.24. Na Obr. 2 vidime graf reprezentujici bindrni relaci R = {(a,b), (a,d), (c,a), (b,d)} na

mnozing X = {a, b, c,d}.

Upozornéme uz ted, Ze graf je jednim ze zdkladnich pojmi diskrétni matematiky.

Reprezentace seznamem seznamu

Tento zplsob reprezentace je vhodny pro uloZeni binarni relace R na mnoZziné¢ X v paméti pocitace.
Na Obr. 3 je znazornéna reprezentace relace R z Pfikladu 2.24 seznamem seznamtl. Reprezentaci tvoii
hlavni (spojovy) seznam®, ve kterém jsou ulozeny viechny prvky mnoziny X. Na Obr. 3 je hlavni
seznam znazornén shora dolu spojenymi ¢tverecky, které obsahuji a, ..., d. Z kazdého prvku z € X

4Spojovy seznam je jednou ze zdkladnich datovych struktur. BliZe viz jakoukoli uéebnici algoritmi a datovych struktur.
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Obrazek 3: Relace R z Piikladu 2.24 reprezentovana seznamem seznamul.

hlavniho seznamu vede seznam obsahujici pravé ty y € X, pro které (x,y) € R. Na Obr. 3 jsou tyto
seznamy znazornény vodorovné. Napf. z prvku a hlavniho seznamu vede seznam obsahujici b a d. To
proto, Ze (a,b) € Ra(a,d) € R.Z prvku d nevede Zadny seznam (tj. z d vede prazdny seznam), protoze
neexistuje y € X tak, ze (d,y) € R.

Vra,me se k relaci na mnoziné X s 1000 prvky, kde kazdy prvek je v relaci s primérné 3 prvky. Pfi
reprezentaci seznamem seznamu budeme potiebovat 1000 poli¢ek pro prvky hlavniho seznamu a pro
kazdy z téchto prvku 3 dalsi poli¢ka pro prvky seznamu, ktery z tohoto prvku vede. To je celkem 4000
poli¢ek. Zapocitame-li, Ze v kazdém policku je tfeba mit nejen oznaceni prvku, ale i ukazatel na dalsi
policko, je tieba zhruba 2 x 4000 pamétovych bunék. Pfipomefime, Ze maticovd reprezentace takové
relace vyZzaduje 1000000 pamé, ovych bunék®.

2.4 Binarni relace na mnoZiné
Podrobné informace ke kapitole 2.4 Ize najit v kapitole 5 textu Bélohldvek

R., Vychodil V.. Diskrétni matematika pro informatiky II, ktery je dostupny na
http://phoenix.inf.upol.cz/esf/ucebni/DM2.pdf.

2.4.1 Vlastnosti binarnich relaci na mnoziné

reflexivita, symetrie, antisymetrie, tranzitivita

2.4.2 Ekvivalence

ekvivalence a rozklady

2.4.3 Usporadani

(¢astecné) uspotadani, zakladni pojmy, Hasseovy diagramy

2.5 Funkce (zobrazeni)
2.5.1 Pojem funkce

Funkce je matematickym protéjskem béZné pouzivaného pojmu prifazeni. Objektim jsou Casto jedno-
znaénym zpusobem pfifazovany dalsi objekty. Napf. funkce sinus pfifazuje kazdému redlnému Cislu
2 hodnotu sin(z), zaméstnancim jsou v rdmci spole¢nosti, kde pracujf, pfifazovéna identifika¢ni &isla
apod. Takové pfifazeni je moZné chépat jako mnoZinu dvojic (x, y), kde y je objekt pfifazeny objektu x.
Pfifazeni je tedy mozZné chdpat jako bindrni relaci mezi mnoZinou X objektd, kterym jsou pfifazovéiny

5Cel4 tato tivaha je zjednodusend, ale ilustruje podstatu véci.

37

Reprezentace
seznamem seznamii
Jje pamé_ove vispornd
a je vhodnd pro
pocitacové
zZpracovani.



objekty, a mnoZinou Y objekti, které jsou objektim z X pfifazovany. Takova relace R ma diky jedno-
znacnosti pfifazeni ndsledujici specidlni vlastnost: je-li (x,y1) € R (objektu x je pfifazen objekt y1) a
(x,y2) € R (objektu z je pfifazen objekt y2), pak y1 = y» (jednoznacnost pfifazeného objektu, objektu
x nemohou byt pfifazeny dva riizné objekty). To vede k néasledujici definici.

Definice 2.25. Relace R mezi X a Y se nazyva funkce (n€kdy také zobrazeni) mnoZiny X do mnoZiny
Y, pravé kdyZz pro kazdé x € X existuje y € Y tak, Ze

(r,y) € R
aprokazdé z € X ay;,y2 € Y plati, Ze

(x,y1) € Ra(x,ys) € R implikuje y; = yo.

Fakt, ze R je funkce X do Y, oznaCujeme R : X — Y. Pro funkce pouZivame spi§ f,g,... nez
R,S,....Jeli f: X — Y funkceax € X, pakteny € Y, pro ktery je (x,y) € f, oznalujeme f(x),
piseme také x — y, popt. x — f(x).

Priklad 2.26. Uvazujme mnoziny X = {a,b,c}, Y = {a,b,1,2}.
e Relace R = {(a,a), (b,b)} neni funkce X do Y, protoZe k prvku ¢ € X neexistuje prvek y € ¥
tak, ze (x,y) € R.

e Relace R = {(a,a), (b,2), (c,a), (c,2)} neni funkce X do Y, protoZe k prvku ¢ € X existuji dva
rizné prvky, které jsou s nim v relaci R. Mame totiZ {c,a) € R, {(¢,2) € R, ale a # 2.

e Relace R = {(a, 2), (b,b), (c,2)} je funkce X do Y.
Relace R C X x Y, kterd spliiuyje kdyZ (z,y1) € R a (z,y2) € R, pak y; = y2 se nékdy nazyva
parcidlni (Castecnd) funkce.

Né&kdy se pouziva obrat ,,uvazujme funkci y = f(x)*, kde f(z) je n&jaky vyraz, napt. y = 22 apod.
Pfitom se ma za to, Ze je jasné, o jaké mnoziny X a Y se jednd (Casto je X =Y = R, popt. X C R).
Pak jde vlastn& o funkci {(z,y) |z € X,y € Y,y = f(x)}.

2.5.2 Typy funkci

Definice 2.27. Funkce f : X — Y se nazyva

e prostd (n€kdy také injektivni), pravé kdyz pro kazdé x1,x9 € X, 7e z x1 # x4 plyne f(z1) #

f(x2),

e funkce mnoZiny X na mnoZinu Y (né€kdy také surjektivni), pravé kdyz pro kazdé y € Y existuje
z € X tak, ze f(x) =y,

o vzdjemné jednoznacnd (nékdy také bijektivni), pravé kdyZ je prostd a je to funkce na mnoZinu Y
(. injektivni a surjektivni).
Funkce je tedy prostd, pravé kdyZ z f(z1) = f(x2) plyne 21 = x5.

Priklad 2.28. e Pro X ={a,b,c,d}aY ={1,2,3,4} je f = {{a, 1), (b, 1), (c,4), (d, 3) } funkce
X do Y. f neni injektivni (protoZe f(a) = f(b), ale a # b), ani surjektivni (neexistuje z € X
tak, aby f(x) = 2), a tedy ani bijektivni.

o Pro X = {a,b} aY = {1,2,3} je f = {(a,1), (b,3)} funkce X do Y, kterd je injektivni, ale
neni surjektivni (neexistuje x € X tak, aby f(x) = 2), a tedy ani bijektivni.

e ProX = {a,b,c}aY ={1,2}je f = {{a,2), (b,2), (¢, 1)} funkce X do Y, kterd nen{ injektivni
(protoze f(a) = f(b), ale a # b), ale je surjektivni, a tedy neni bijektivni.

e ProX = {a,b,ctaY ={1,2,3}je f = {(a,2),(b,1),(c,3)} funkce X do Y, kterd je injektivni
i surjektivni, a tedy bijektivni.

Priklad 2.29. Podivejte se na nasledujici funkce.
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o f={(z,y) € RxR|y =2} je funkce R do R, kterd nenf injekce (napt. (—2)? = 22) ani
surjekce (napf. neexistuje » € R tak, ze #2 = —1). Uvazujeme-li ji viak jako funkci mnoZiny R
do mnoZiny {a € R | a > 0} (nezdpornd reélnd ¢isla), je to surjekce.

o f={(z,y) € R xR |y =23} je funkce R do R, kter4 je injekci i surjekcf, tj. je bijeke.

o f={(z,y) € Nx N |y = z!}je funkce N do N (faktoridl, tj. z! = z- (x —1)---2-1). Je to
injekce, ale ne surjekce (napf. ¢islo 3 nenf faktoridlem zadného &isla, tj. neexistuje x € N tak, Ze
z! = 3).

Podivejme se na nékteré vlastnosti funkei.

Véta 2.30. Profunkce f : X — Y ag:Y — Z plati

a) f o g je funkce.
b) Jsou-li f, g injekce, je f o g injekce.
c) Jsou-li f, g surjekce, je f o g surjekce.

Diikaz. Dokazme a). Nejprve musime ukdzat, Ze pro kazdé x € X existuje z € Z tak, Ze (x, z) € fog.
ProtoZe je f funkce, existuje k z € X prvek y € Y tak, Ze (x,y) € f, a protoZe je g funkce, existuje k
tomu y prvek z € Z tak, Ze (y, z) € g. Podle definice je tedy (z,z) € f o g. Nyni musime ukézat, Ze
kdyz (z,z1) € foga(x,z2) € fog,pak z1 = z9. KdyZ (z,21) € foga(x,22) € fog,pak podle
definice pro n&jaké y1,y2 € Y je (z,y1) € f, {y1,21) € g, a (x,y2) € f, (y2,22) € g. ProtoZe f je
funkce, musi byt y; = s, a protoze g je funkce, musi byt z; = z5. Tedy a) plati.

Dokazme b). Je-li (z1,z) € fog, (xa,2z) € f og, pak existuji y1,y2 € Y tak, Ze (x1,y1) € f,
ef

(x2,9y2) € f, {y1,2) € g, (y2,2) € g. Protoze g je injekce, plati y; = yo. Plati tedy (x1,y1)
(x2,y1) € f, aprotoZe f je injekee, je x1 = x2, tedy f o g je injekee.

s

¢) se dokaze podobné. O

2.5.3 Princip indukce

Princip (matematické) indukce umoziuje dokazovat tvrzeni tvaru ,,pro kazdé pfirozené Cislo n plati

V(n)*“, kde V(n) je n&jaké tvrzeni, které zdvisinan (napf. L +2+---+n = %).

Véta 2.31 (princip indukce). Necht'je pro kaZdé n € N ddno tvrzeni V (n). PFedpoklddejme, Ze plati

o V(1) (indukcni predpoklad),
e pro kazdé n € N: z V(n) plyne V (n + 1) (indukcni krok).

Pak V (n) plati pro kazdé n € N.

Princip indukce je jednou ze zdkladnich vlastnosti pfirozenych &isel. Z predpokladu, Ze kazd4 neprdazdna
podmnozina K C N ma nejmensi prvek (coz je intuitivné zfejmy piedpoklad) lze princip indukce
dokazat.

Diikaz. Princip indukce dokdZeme sporem. Predpoklddejme, Ze princip indukce neplati, tj. existuji
tvrzeni V(n) (n € N), které spliiuji oba pfedpoklady principu indukce, ale pro néjaké n’ € N tvrzeni
V(n') neplati. Oznaéme K = {m € N | V(m) neplati} mnozinu vSech takovych n’. K je tedy
neprdzdna (nebot n’ € K). K md tedy nejmensi prvek k (viz pozndmka pied dikazem) a ten je rizny
od 1 (protoZe podle indukéniho predpokladu 1 ¢ K). Pak tedy k — 1 ¢ K, tedy V(k — 1) plati. Z
indukéniho kroku plyne, Ze plati i V' (k), tedy k ¢ K, coZje spors k € K. O

Priklad 2.32. Dokazme uZ uvedeny vztah1 +2+---4+n = w Tedy V(n) je tvrzeni Y ,_, k =

w. Podle principu indukce staci ovéfit indukéni predpoklad a indukéni krok.

Indukeni predpoklad: V(1) je tvrzeni 1 = w a to evidentné plati.

Indukéni krok: Predpokladejme, Ze plati V(n) a dokazme V(n + 1). 1 4+ --- +n 4+ n + 1 se rovnd
(14+---4+mn)+n+1, coz se dle pfedpokladu rovna w + n + 1. Déle je @ +n+1=
"(”+1)'2"2("+1) = ”2+§”+2 = ("’H)é("'m. Celkemtedy 1 +---+n+n+1= 7("+1)é("+2), co? je
pravé tvrzeni V(n + 1).

Podle principu indukce je tedy tvrzeni dokdzané.
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2.5.4 Konecné, spocetné a nespocetné mnoziny

MnoZina A se nazyvé konecnd, pravé kdyz je prazdnd (A = (), nebo existuje piirozené &islo n a bijekce
f+A—{1,2,...,n}. V prvnim piipadé fikdme, Ze pocet prvkii mnoZiny A je 0. Ve druhém piipadé
fikdme, Ze pocet prvkli mnoZiny A je n.

Piiklad 2.33. Je tedy |()| = 0. MnoZiny A = {2,4,6}, B = {n € N | n < 10000000 a n je sudé} jsou
koneéné a je |A| = 3, | B| = 5000000.

Mnozina A se nazyva nekonecnd, pravé kdyz neni kone¢na. Mnozina A se nazyva spocetnd, pravé kdyz
existuje bijekce f : A — N. MnoZina A se nazyva nespocetnd, pravé kdyz je nekonecnd a neni spocetna.

Pozniamka 2.34. (1) ProtoZe pro Zddné n € N neexistuje bijekce f : {1,...,n} — N, je kazdd spoCetna
mnoZina nekone¢na.

(2) Z definice plyne, Ze kazdd nekonednd mnoZina je bud spocéetnd, nebo nespodetna.

2
Priklad 2.35. MnoZiny A = {2,4,6,8,...}, B = {2,22,2" 2C®). 1 7 Q,R,[0,1] = {z €
R |0 <z < 1} jsou nekone¢né. Pritom A, B, Z, Q jsou spoCetné a R a [0, 1] jsou nespocetné.

Shrnuti
Kartézsky souéin mnozin X1, ..., X, je mnozina vSech uspofddanych n-tic prvki z té€chto mnozin.
Relace mezi mnozinami X, ..., X, je libovolnd podmnoZina kartézského soucinu téchto mnozin. S

relacemi 1ze provadét vSechny mnoZinové operace. S bindrnimi relacemi 1ze provadét operace inverze
a skladani. Bindrn{ relace se nejCastéji reprezentuji tabulkou nebo grafem, v paméti pocitace pak matici
nebo seznamem seznamd.

Funkce je zvlastni typ relace. Injekce, surjekce a bijekce jsou specidlni typy funkci.

Princip indukce slouzi k prokazani toho, Ze dany vyrok plati pro vSechna pfirozena ¢isla.

Pojmy k zapamatovani

kartézsky soucin,
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funkce, injekce, surjekce, bijekce,
e princip indukce.

Kontrolni otazky
1. Je pravda, Ze kaZdd neprdzdnd n-drni relace md aspori n prvkii? Proc¢?
2. Jakd je inverzni relace k relaci ,,byt otcem* na mnoZiné vsech lidi (slovné ji popiste)? Je-li R vyse
uvedend relace ,, byt otcem*, co je relaci R o R? Co jsou relace R <l R, R> R?
3. Jaky je rozdil mezi tabulkovou a maticovou reprezentaci bindrni relace?

4. Necht’ X a'Y jsou mnoZiny. Jaky vztah musi platit mezi | X| a |Y| pro to, aby existovala funkce
[ X =Y, kterd je injekci, surjekct, bijekci?
5. MiiZe byt prdzdnd mnoZina funkci X do'Y ? Rozeberte v zdvislosti na mnoZindch X a'Y.

Cviceni
1. DokaZte nésledujici vztahy.

Ax B =1, pravé kdyz A = P nebo B =0

Ax B=BxA, prave kdyZ A x B = (nebo A = B
Ax(BUC)=(AxB)U(AxC(C)
(AUB)xC=(AxC)U(BxC(C)
Ax(BNC)=(AxB)Nn(AxC)
(ANB)xC=(AxC)Nn(BxC)
Ax(B-C)=(AxB)—(AxC)
(A-B)xC=(AxC)—(BxC)
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2. Najdéte priklady relact, pro které plati (neplati) Ro S = So R, R™! = R.
3. Dokatzte, 7e pro relace R, Ry, Ro, U C X xY, 5,571,585,V CY x Z, T C Z x W plati
ndsledujici tvrzeni.

JeliRCU,SCV,pak RoSCUoV.
(RiURy)™' =R'UR;?
(RiNRy)™ =R 'NRy!
Ro(S1US2)=RoSiURo0 S,
Ro(S1NS)=RoS 1 NRoSy
(RiIUR2)oS=Rj0oSURy0S
(RiNRy)oS=Ri0SNRy08
4. Které z nésledujicich relaci R jsou funkce X do Y'?
a) X =Y =N,R={(m,n) | m#n},
b) X =Y ={a,b,c}, R={{a,a),{a,b),(a,c)},
¢) X =Y ={a,b,c}, R={{a,a), (b,a),{c,a)},
d) X je mnozina vSech ceskych slov, Y je mnoZina vSech pismen ceské abecedy
{{w, 1) | w je Ceské slovo s poslednim pismenem },
e) X=Y =R, R={(z,y) | 22 +y*> =1},
) X=Y =R R={(z,y)|2* =y},
9 X=Y=RR={(zy)|z=y}

5. Které z nasledujicich funkci jsou injektivni? Které jsou surjektivni?
a) f:N—>N, f(n)=n+1,

b) f: Z—Z, f(i)=i+1,

¢) f: K — K,kde K ={1,2,...,k},
N _Ji+1 prol<i<k
f(z)_{l proi =k

d) f: N —{0,1,2,3}, kde

jestliZe ¢ je délitelné 5, ale ne 11,
jestliZe ¢ je délitelné 11, ale ne 5,
jestlize 7 je dé€litelné 55,

v ostatnich piipadech,

f@) =

w N = o

e) f:Q—Q, f(i) =4

6. Najdéte pfiklady funkci f a g tak, aby
a) g nebyla injekce, ale f o g ano,
b) f nebyla surjekce, ale f o g ano.

7. Pro mnoZinu U necht'je idy = {(u,u) | u € U} relace identita. UkaZte, Ze prorelaci f C X x Y
plati

a) f spliluje, Ze z (z,y1) € f a (z,y2) € f plyne y1 = yo, pravé€ kdyz f~" o f Cidy,
b) je-li f funkce X do Y, pak je injektivni, pravé kdyZ f o f~! = idx.
c) Je-li f funkce X do Y, pak je surjektivni, pravé kdyz f~' o f = idy.
8. M&me f: X -Y.ProAC XaBCY ozmalme f(A) ={f(z) |z € Ataf_1(B)={x¢€
X | f(z) € B}. Ukaite, ze
a) f jeinjektivni, pravé kdyz f 1! splituje, Ze z (y, z1) € f~La (y,z2) € f~! plyne z; = z,
b) je-li f injektivni, pak pro kazdé A, B C X plati f(AN B) = f(A)N f(B), f(A— B) =
f(A) = f(B).

¢) prokazdé A, B CY f_1(ANB) = f-1(A) N f-1(B), f-1(A = B) = f-1(4) = f-1(B).

9. Ukazte, Ze neni-li f injektivni, neplati bod b) z pfedchoziho cviceni.

10. Dokazte, Ze pro funkce f, f1, fo: X — Y, 9,91,92 : Y — Z plati, ze
a) je-li f o ginjekce, je f injekce,
b) je-li f o g surjekce, je g surjekcee,
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¢) je-li g injekce f1 0 g = fa0g,je f1 = fa,
d) je-li f surjekce fo g1 = foge,je g1 = ga.

11. Dokate indukei, 7e Y p_, k2 = 2ntbEntl)

12. Doka’te indukef, 7e Y p_, k% = [2BFD)2,

13. Dokazte indukci, Ze pro n € N je 2712 + 3271 délitelné 7.

14. Dokazte, Ze pron € Nje (1+ )" > 1+ 2.

15. Kde je chyba v nasledujicim ,,dikazu® indukci? Tvrzeni. Pro kazdou posloupnost n prvka
ai, ..., ay, plati, Ze vSechny prvky v ni jsou stejné.

Diikaz. Pro ¢&islo 1 je tvrzeni trividlng splnéno. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro k prvki. Uva-
Zujme posloupnost libovolnych k+1 prvki ay, . .., ar+1. Pakay, . .., ay je posloupnost k prvki a
ag, . .., a1 je posloupnost k prvkd, a podle predpokladutedy a; = -+ = apaag = -+ = ag41.
Odtud plyne a; = - -+ = agy1.

Ukoly k textu

1. Vra ,me se k pojmu uspotadand dvojice prvki. Tento pojem jsme chépali jako zdkladni, tj. nedefi-
novany. Je ho v§ak mozZné definovat pomoci pojmu mnoZina tak, Ze bude mit v§echny pozadované
vlastnosti. Reknéme, Ze uspofadana dvojice prvkii a, b je mnozina (a,b) = {a, {a, b} }. UkaZte,
ze (a,b) = (c,d), pravé kdyZa = ca b =d.

2. Dokazte zbyvajici ¢asti Véty 2.9

3. Dokazte Vétu 2.22.

4. Ukazte, Ze pro konecné mnoziny X a Y existuje bijekce X do Y, pravé kdyz X a Y maji stejny
pocet prvku.

5. Dokazte bod c) z Véty 2.30.

Reseni

1. Vztahy se dokazou jednoduse, rozepsdnim piimo podle definice.

2. M&me napt. X =Y = {z,y,2}. RoS = SoRplati pro R = {(z,y),(z,y)}, S =
{<1‘i$€>, (x,y>, <y»y>7 (z, Z>}’ neplati pro R = {<x7y>}’ S = {<y> Z>}

R~' = R plati napf. pro R = {(x,y), (y, x)}, neplati napt. pro R = {{z, z)}.

3. Vztahy se dokdZou jednoduse, rozepsdnim piimo podle definice.

4. Funkcemi jsou relace R z c), d), f).

5. Injekce: a), b), ¢), e), surjekce: b), ¢), d).

6. Vezméme X = {2}, Y = {y1,42}, Z = {z}. f = {{z,v1)}, 9 = {{v1, 2), (y2, 2) } spliiuji a) i
b).

7. a) Necht' f spliuje, Ze z (z,y1) € f a (z,y2) € f plyne y1 = y2. KdyZz (y1,y2) € f~' o f, pak
existuje 7 € X tak, Zze (y1,x) € f~ta(z,y2) € f,4. (x,11) € fa(z,y2) € f.Z predpokladu
plyne y1 = 9o, tj. f Lo f Cidy.
Naopak, necht f =1 o f C idy. Necht (z,y1) € f a (x,y2) € f.Pak (y1,92) € f~ Lo f Cidy.
ProtoZe f~1 o f C idy, je (y1,y2) € idy, tj. y1 = yo. Tedy z (x,91) € f a (x,y2) € f plyne
Y1 = Yy2-
b) a c) se dokdZou podobnymi tvahami.

8. a) pfimo z definice.

b) f(ANB) = f(A)N f(B): Protoze ANB C Ai ANB C B, jedle definice f(ANB) C f(A
i f(ANB) C f(B).Ztohoplyne f(ANB) C f(A)N f(B). Naopak, pokud y € f(A)N f(B),
pak existuji z1 € A axs € B tak, Ze f(z1) = y a f(x2) = y. ProtoZe je f injekce, musi byt
x1 =x3. Tedy x1 € AN B,aprotoy € f(AN B).Protoje f(A) N f(B) C f(AN B).
f(A—=B) = f(A) — f(B): Nechty € f(A— B), . existuje z € A — B tak, ze f(z) = y. Proto
jey € f(A). Kdyby y € f(B), pak by existoval 2’ € B tak, ze f(z') = y. Protoze x € A — B,
je x # a'. To je ale spor s injektivitou f, protoZze méme = # 2’ a f(z) = y = f(2'). Tedy je
y € f(A)— f(B).Naopak, necht'y € f(A) — f(B).Paky = f(x) pro n&jaky = € A aneexistuje
x' € Btak, ze f(z') = y.Protojex € A— B,atedy y € f(A— B).

c) se dokdZze podobnymi dvahami.
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10.

1.

12.
13.
14.
15.

. Vezméme napt. X = {x1,22}, Y = {y}, funkci f danou ptedpisy f(z1) = v, f(z2) = v,

mnoziny A = {x1}, B = {x2}. Pak f(AN B) = 0 a f(A) N f(B) = {y}. Pro mnoZiny
A={z1,22} a B = {2} je f(A— B) = f({z1}) = {y}a f(4) = f(B) = 0.

Dokazme b). Kdyby g nebyla surjekce, pak by existoval z € Z, ke kterému neexistuje y € Y tak,
7e g(y) = z. Proto nemiZe existovat 2 € X tak, aby f o g(z) = z (jinak by pro y = f(x) bylo

9(y) = 2).
Dokazme d). ProtoZe f je surjekce, existuje pro libovolny prvek y € Y prvek = € X tak, Ze

(z,y) € f.Plati tedy g1(y) = g1 (f(x)) = fogi(z) = foga(x) = g2(f(z)) = g2(y). Dokdzali
jsme, Ze pro libovolny prvek y € Y je g1(y) = g2(y), tedy g1 = ga.
a) a ¢) se dokazou podobnymi tvahami.
V(n) je tvrzeni > [_ k* = w. V(1) plati, protoze je to tvrzeni 12 =
1A+VEH  predpokladejme, Ze plati V(n) a dokazme V(n + 1), tj. dokazme S 501 k? =
(n+1)(n+2)6(2(n+1)+1). TJe ZZill k2 — ZZ:;L 2 + (’I’L + 1)2 _ n(n+1)6(2n+1) + 6(nn6L1)2
202 4+9n?4+13n46 _ (n+1)(n+2)(2(n+1)+1)

6 6 :
Jednoduché, standardné pouZitim jednoduchych tprav.

Jednoduché, standardné pouZitim jednoduchych tprav.

Jednoduché, standardné pouZitim jednoduchych tprav.

Chyba je v tom, Ze tivaha, kterou se z V (k) dokdze V (k + 1), neni spravnd pro k = 1, tj. neplati,
7e z V(1) plyne V(2). Projdéte si ivahu podrobné: tvrdi se v ni, Ze z toho, Ze v posloupnosti a;
jsou vSechny prvky stejné, a z toho, Ze v posloupnosti as jsou vSechny prvky stejné, plyne, Ze
a1 = ag, coZ neni pravda.
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3 Cisla
Studijni cile: Po prostudovani kapitol by student mél rozumét zdkladnim pojmim, které se tykaji ¢isel

a ¢iselnych oboru.

Klicova slova: ptirozena Cisla, celd Cisla, raciondlni ¢isla, redlna Cisla, princip indukce, délitelnost,
prvocisla, ¢iselné soustavy.

3.1 Prirozena, cela, racionalni a realna cisla

Predpokladame, Ze ¢tenaf ma zakladni znalosti o iselnych oborech. Budeme vychézet z geometrické
predstavy o ¢islenych oborech, kterd je ddna rozmisténim cisel na Ciselné ose. Budeme pracovat s
nésledujicimi mnoZinami ¢isel:

e Prirozend cisla. Jsou to ¢isla 1,2, 3,4, . . .. MnoZinu vSech pfirozenych ¢isel oznaCujeme N.
e Celd ¢isla. Jsouto¢isla0,1,—1,2,—2,3, —3,4, —4,.... MnozZinu vSech celych ¢isel oznacujeme
Z.

® Raciondlni ¢isla. Jsou to Cisla, kterd lze vyjadfit ve tvaru zlomku 7%, kde m je celé Cislo a n
je prirozené ¢islo. Mnozinu vSech raciondlnich ¢&isel oznadujeme Q. Raciondlni Eisla jsou tedy

napt. &, —2, — 20 _ 4 aid. % 2 68 jsou riizné zdpisy téhoZ raciondlniho &isla. Rovnéz —2
10

3’ 5> 341’ 10’ > 6> 18 2’
=&, —2 jsou rizné zdpisy té€hoZ raciondlniho ¢isla. Racondln{ ¢isla zapisujeme také pomocf tzv.
desetinného rozvoje. Napf. ¢islo % zapisujeme jako 1.5. Cislo % ma tzv. nekone¢ny desetinny

rozvoj a jej jim 0.3333 . . ., coZ také zapisujeme jako 0.3.

e Redlnd cisla. Jsou to vSechna Cisla, kterd se nachédzeji na Ciselné ose. Kromé raciondlnich ¢isel
zahrnuji redlnd Cisla i ¢isa tzv. iraciondlni. To jsou Cisla, kterd nelze vyjadfit ve tvaru zlomku.
Piikladem iraciondlnich &isel jsou v/2, v/3, 7, e. MnoZinu viech redlnych &isel oznacujeme R.

Je tedy
NczZcQcR

2. s M2

Predpokladame, Ze ¢tendf ma zakladni znalosti o uspofdddni ¢isel. Napt. 1 < 2.8 oznacuje, Ze Cislo 1 je
mensi nez Cislo 2.8.

3.2 Délitelnost a prvocisla

Definice 3.1. Pro m,n € Z tikdme, Zze m déli n, piSeme m|n, pravé kdyZ existuje k € Z tak Ze
m-k=n.

Kdyz m|n, fikdme také, zZe m je délitelem n nebo n je délitelné m. m fn znamend, Ze m|n neplati.
Priklad 3.2. 1|3, 2(6,3| — 6, —3| — 6, ale 4 J2, —2 /3.

Véta 3.3. Pro a,b,c € Z plati

1. JestliZe albad

¢, pak alc.

2. Jestlie alb a a|c, pak pro kaZdé x,y € Z plati a|(bx + cy).
Diikaz. Viz prednasky. O
Véta 3.4 (o jednoznacénosti déleni se zbytkem). Pro a,b € Z existuji jednoznacné urcend q,r € 7 tak,
* a=b-q+r a 0<r<b.
Diikaz. Viz prednasky. O
Cislo r se nazyva zbytek po celo¢iselném déleni &isla a &islem b. Piseme také (¢ mod b) = r.

Priklad 3.5. Proa = 10,b =3jeq = 3,7 = 1,tj. (10 mod 3) = 1.Proa =35,b=5jeq="7,r =0,
tj. (35 mod 5) =0.Proa = —16,b =8jeq=—2,7r = 0,t. (—16 mod 8) =0.Proa = —18,b =4
jeq=—-5r=2,1.(—18 mod 4) = 2.
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Definice 3.6. Pfirozené ¢islo n se nazyva prvocislo, jestlize n # 1 a jestlize n je délitelné jen Cisly 1 a
n.

Piiklad 3.7. 2,3,5,7,11,13,17,19,... jsou prvocisla. 6 neni prvocislo, protoZe je délitelné 2 a 3.
Véta 3.8. Existuje nekonecné mnoho prvocisel.

Diikaz. Viz prednasky. O

2 vo

Véta 3.9 (zdkladni véta aritmetiky). KaZdé pFirozené Cislo Ize vyjddFit jednoznacné aZ na poradi Cinitelii
Jako soucin prvocisel.

Diikaz. Viz prednasky. O
Piiklad 3.10. 15 =3-5,20 =2-2-5, 980220 =22.3.5-17- 312

3.3 Ciselné soustavy

Viz pfednasky.
Zéakladni fakta:

Véta 3.11 (véta o jednoznacnosti zapisu prirozeného Cisla v soustavé o zakladu b). Necht’'b > 1 je

sy

prirozené Cislo. Pro kaZdé x € N existuji jednoznacné urcend cisla a,,, . .., a1,aq tak, Ze 0 < a; < b,
an 7 0, tak, Ze
T=ap 0" +ap_1- D"+ +ar-b+ap.

Diikaz. Viz prednasky. O

Zapis Cisla x v soustavé o zdkladu b je dan Cisly ay,, . . . , a1, ag. Pro zapis ¢isel a; pouzivame dohodnuté
symboly. Napf. pro b = 10 (soustava o zdkladu 10, desitkova soustava) pouzivdme pro cisla nula,
jedna, dvé, ..., devét, symboly 0,1,2,...,9. Pouzijeme-li pro oznaceni Cisel O,...,b — 1 symboly
S0, - - -, Sp—1 pak zdpisem Cisla = v soustaveé o zdkladu b je fetézec

SanSan_1 -+ Sa1Sags

piSeme také (sS4, Sa,_; - - - Say Sao )b- Je-1i b = 10 nebo je-1i b zfejmé z kontextu, zpravidla b vynechdvime.

Pro zapisy cisel ve dvojkové soustavé (b = 2) pouzivdme symboly 0 a 1. Pro zdpisy ¢isel v Sestndctkové
(hexadecimalni) soustavé (b = 16) pouzivame symboly 0,1,..., A, B,C, D, E F.

Piiklad 3.12. 1. Proz = 8965 je z = 8- 10 +9 - 10% + 6 - 10 + 5, tedy zépisem &isla osm tisic
devét set Sedesdt pét v soustavé o zdkladu 10 je fetézec 8965, tj. = (8965)10.

2. Prox=7ab=2je
r=1-2241-2' 41,

tj. z = (111)3 neboli (7)19 = (111)s.
3. oz =75ab=2je
r=1-2640-2240-2"+1-224+0-224+1-21+1.20,
tj. (75)10 = (1001011)s.

4. Prox =37ab=16je
rz=2-16"+5-16°,

tj. (37)10 = (25)16-

5. Prox=31ab=16je
x=1-16"4+15-16°,

§. (31)10 = (1F)16.
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Prevody mezi zdpisy ¢isel v riiznych iselnych soustavach.

Shrnuti

DOPLNIT

Pojmy k zapamatovani
e DOPLNIT

Kontrolni otazky
1. DOPLNIT

Cviceni
1. DOPLNIT

kaoly k textu
1. DOPLNIT

ReSeni
1. DOPLNIT
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4 Kombinatorika

Studijni cile: Po prostudovani kapitol 4.1, 4.2 a 4.3 by student mél byt znit zdklady kombinatorického
pocitani. M€l by znat pravidla souctu a soucinu, pojmy permutace, variace a kombinace. Student by mél
umét v zdkladnich dlohdch samostatné provést spradvnou kombinatorickou dvahu. Mél by byt schopen
pouZzit pravidla souctu a soucinu k rozloZeni sloZitéjsi dlohy na jednodussi.

Kli¢ova slova: kombinatorika, pravidlo sou¢tu, pravidlo sou¢inu, permutace, permutace s opakovanim,
variace, variace s opakovdnim, kombinace, kombinace s opakovanim.

4.1 Co ak ¢cemu je kombinatorika

Miv s

moznosti (konfiguraci), které existuji za uréitych pfedepsanych podminek. MiiZe nas napiiklad zajimat,
kolika zpiisoby je mozné vyjadfit pfirozené Cislo n ve tvaru souétu nq + - - - + ny prirozenych cisel

ni,...,ng pricemz nezdlezi na poradi ¢isel v souctu. Zde se jednou moZnosti rozumi ¢isla nq, ..., ng.
Pfedepsané podminky v tomto pfipadé fikaji, Ze musi platit n; + --- + ny = n a dile Ze moZnosti
ni,...,ngany,...,n; sepovazuji za shodné (pocitaji se jako jedna moZznost), pokud se 1isf jen pofadim

Cisel (napf. moznosti 1,1,2a1, 2, 1 se povazuji za shodné, 1,1,2 a1, 2, 2 nikoli). Tak napiiklad pro ¢islo
3 existuji 3 moZnosti (ty moZnosti jsou 14141, 1+ 2, 3), pro ¢islo 4 existuje 5 moznosti (1+1+1+1,
1+142,1+43,24+2,4)atd.

Pruvodce studiem

V Casopise BYTE Magazine kdysi vysla ndsledujici zprava. ”According to ... WEB Technologies’
vice president of sales and marketing, the compression algorithm used by DataFiles/16 is not subject
to the laws of information theory” (BYTE Magazine 17(6):45, June 1992). Predstavitelé WEB
Technologies tvrdili, Ze jejich kompresni program DataFiles/16 komprimuje vSechny typy soubort
na priblizné jednu Sestnactinu jejich ptivodni velikosti a Ze pro soubory velikosti aspoii 64KB je tato
komprese bezeztritova. Jednoduchd kombinatoricka tvaha vSak ukazuje, Ze to neni moZné.

UvaZujme napt. délku souboru 167 bitd. Existuje celkem 216™ riznych souborti délky 16n bitd.
Kazdy takovy soubor by podle WEB Technologies mélo byt mozné zkomprimovat na vysledny
soubor délky nejvyse n biti. Pfitom existuje pravé 2* riiznych soubort délky & bitd. Tedy navzajem
rliznych soubori délky nejvyse n bitl existuje 20 + 21 4 22 + ... 4+ 2" = 27+ _ 1 ProtoZe ale
27+l _ 1 < 2167 nenf takovd komprese moznd. Kompresf totiZ vyrobime z daného souboru délky
16n bitd (téch je 216™) néktery ze soubord délky nejvyse rovné n (téch je 2" — 1). Proto musi
existovat rizné soubory délky 16n, které se kompresi pfevedou na stejny soubor délky nejvyse
rovné n. Takova komprese tedy neni bezeztratova.

Priklad 4.1. Predpokladejme, Ze heslo pro pfistup do databdze je posloupnost sestivajici z pravé 5
povolenych znaki. Mezi povolené znaky patii pismena a,..., z, A, ..., 2, Cislice 0, 1, ..., 9. Plati
pfitom, Ze heslo musi za¢inat pismenem. Kolik existuje riznych hesel?

ProtoZe pismen je 52 (26 malych a 26 velkych) a &islic je 10, pouZzitim pravidla soucinu (viz dale)
zjistime, Ze hesel je 52 - 62* = 768 369 472. Nezname-li heslo, musime tedy to spavné ,,uhodnout* z cca
768 miliéni moznych hesel. Uvahy tohoto typu musi umét provadét kazdy, kdo se zabyva bezpecnosti
pocitatovych systému.

Piiklad 4.2. Uvazujme nasledujici variantu hazardn{ hry. Z osudi obsahujictho mi¢ky s ¢isly 1, ..., 20
jsou vylosovany 3 micky. Hra spo¢iva v tom, Ze si pfed losovdanim muZeme vsadit na ndmi vybrana
3 Cisla. Za vsdzku zaplatime 10 K¢&. V piipadé, Ze uhodneme vSechna 3 pozdéji vylosovana d&isla,
dostaneme 20000 K¢, jinak nedostaneme nic. Vyplati se vsadit si, tj. budeme-li dlouhodobé vsazet,
budeme celkové prohrdvat nebo vyhrdvat?

Vybrat 3 micky z 20 je mozné 1 140 zpisoby (je to pocet kombinaci 3 z 20, viz dédle). My si vsadime na
1 takovy vybér. Pravdépodobnost, Ze trefime ten spravny, je tedy ﬁ. Z dlouhodobého hlediska tedy
vyhrajeme v 1 z 1140 pfipadi. V takovych 1140 pfipadech tedy vyhrajeme 1 x 20000 = 20000 K¢,
pritom za vsdzeni utratime 1 140 x 10 = 11400 K¢&. Vsadit si se tedy vyplati.

Priklad 4.3. Predpoklddejme, Ze kédujeme elementdrni zpravy (zprdva mize byt znak nebo né&jaka
posloupnost znaki) tak, Ze kazdou zpravu zakédujeme jako posloupnost n symbold 0 a 1, tzv. kédové
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slovo. Takovému kédu se fikd bindrni kod délky n. Binarni kéd délky n tedy miZeme povazovat za
n&jakou mnoZinu posloupnosti délky n, které sestdvaji z 0 a 1. Napt. {100,010,001} je bindrni kéd
délky 3. Ten miZe byt pouZit napt. pro kédovani vysledkt néjakého procesu, kde vysledek je jeden z tii
moznych typt (prohra, remiza, vyhra; rychlost < 50 km/h, rychlost > 50, ale < 70 km/h, rychlost > 70
km/h), tak, Ze napf. prohra je kédovéana posloupnosti 100, remiza posloupnosti 010, vyhra posloupnosti
001.

Prvni otdzka: Chceme-li kédovat k znakid binarnim kédem délky n, jaké nejmensi n musime zvolit,
abychom zarucili moZnost jednoznacného dekédovani? Aby byl kéd jednoznacné dekédovatelny, musi
obsahovat aspoii k£ posloupnosti. Pfitom posloupnosti z 0 a 1, které maji délku n, je pravé 2™ (podle
pravidla soucinu, viz dale). Délka n musi tedy spliiovat k < 2™, tj. logy k < n.

Druha otdzka: Pfedpokladejme, Ze na kddujici posloupnosti 0 a 1 psobi rusivé vlivy a Ze se proto mize
0 zménit na 1 a 1 zménit na 0. Takové chyby jsou ale mélo Casté. Pfijmeme-li posloupnost v délky n,
miZe byt zatizena chybami, a nemusi to tedy nutné byt néjaké kédové slovo. ProtoZe predpokladame,
Ze chyby jsou mdlo Casté, je intuitivné pfirozené chédpat v jako chybou zménéné kédové slovo w, a to
takové w, které se ze vSech kédovych slov od v nejméné liSi. Ve vySe uvedeném piipad€ napt. 110
neni kédovym slovem a jemu nejblizs§i kédova slova jsou 100 a 010. Vzdalenosti posloupnosti pfitom
rozumime pocet pozic, na kterych se 1isi, tj. vzdalenost posloupnosti a; - - - a,, a by - - - by, je poCet prvka
mnoziny {7 | a; # b;}. Vzdélenost 110 a 100 je tedy rovna 1 (lisf se pravé jednou pozici). Pokud je kod
dobfe navrzeny, mtize dekédovani probihat tak, Ze pfijata posloupnost w délky n se opravi a vysledkem
bude nejblizsi kédové slovo. Jak jsme vidéli, vySe uvedeny kéd neni dobfe navrZeny, protoZe ke slovu 110
existuji dvé kédova slova (100 a 010) se stejnou vzdalenosti od 110. Jaky je nejvétsi pocet k kédovych
posloupnosti binarniho kédu délky n, ktery umoZziiuje opravu jednoduchych chyb? Pfitom jednoducha
chyba je ta, kterd vznikne zménou pravé jednoho symbolu posloupnosti (jednoduchou chybou vznikne
z 001 napft. 101, ale uZ ne 110). Uvazujme takto: Necht takovy kéd obsahuje pravé k kédovych slov.
Vezméme libovolné z nich a ozna¢me ho v. Slovem v bude interpretovdna nejen posloupnost v, ale i
kaZzda posloupnost, jejiz vzdalenost od v je 1 (tyto posloupnosti budou opraveny na v). Posloupnosti,
které maji od v vzdalenost 1, je pravé n (chyba miZe byt na libovolné z n pozic). Slov, které pripadaji
na kédové slovo v v tom smyslu, Ze budou po pripadné opravé jedné chyby prevedeny na v, je tedy
celkem 1 4 n. ProtoZe na kazdé z k kédovych slov takto pfipadd n + 1 navzdjem riznych posloupnosti
délky n a protoZze poCet viech posloupnosti nul a jedni¢ek délky n je 2™, musi byt k- (n + 1) < 27,
tedy k < f—:l Nejvétsi pocet kédovych posloupnosti bindrniho kédu délky n, ktery umoZiiuje opravu
jednoduchych chyb, je tedy nz—J:l Pro n = 3 je tedy nejvétsi pocet % = 2. Kdd s 3 kédovymi slovy
opravujici jednoduché chyby tedy musi mit délku n aspoii 4 (protoZe pro délku n = 3 je nejvétsi pocet
kédovych slov 2). Vyse uvedeny priklad tedy nelze spravit tim, Ze vybereme jind kédova slova délky 3.

Uvedené piiklady predstavuji typické problémy, kterymi se kombinatorika zabyva. Pfesnéji feceno,
kombinatorika se, jako kazda oblast matematiky, zabyva obecnymi principy, které je potom mozné na
konkrétni situace z praktického Zivota pouzit. Tak napiiklad pfedpokladejme, Ze vime, kolika zplisoby
je mozné vybrat dvouprvkovou podmnoZinu {z,y} z danych n prvkd. Oznadme pocet téchto zpisobti

D(n). Vime tedy, Ze D(n) = @ (vyzkousejte nebo to piimo odvodte). Pak je snadné spocitat, Ze
z 30 studentli je mozné vybrat dvojici student 435 zplsoby (nebot’ 435 = %), Ze existuje praveé 499

500 zpiisobi jak vybrat dva micky z tisice (499 500 = 1099999 ard.

Upozornime nyni na ddleZitou véc. I v kombinatorice se setkdme s tim, Ze pro riizné situace odvodime
rizné vzorce (jako vySe uvedeny vzorec D(n) = %). V¢as vSak varujme: StfeZme se mechanického
pouzivéni vzorcl! V kombinatorice snad vice nez kde jinde plati, Ze k tomu, abychom byli viibec schopni
vybrat pro danou situaci “spravny vzorec”, musime situaci rozebrat a dokonale ji porozumét. Pfitom toto
porozuméni je Casto netrividlni zdleZitost (tomu tak neni napf. u derivovani funkci: mame-li napiiklad
spocitat derivaci funkce 2 - sin(z), stadi znét vzorce pro derivovéni 22, sin(z) a vzorec pro derivovani
soucinu funkei; pouZiti vzorce pro dlohu spoé&itani derivace dané funkce je tedy tém&f trividlni). ReSeni
kombinatorické dlohy se spiSe podoba feSeni “slovni dlohy”: neexistuje obecny piedpis pro feSeni.
Situaci musime nejdiive dobfe porozumét, pokud mozno rozloZit ji na jednodussi situace a ty potom
vyfesit pomoci zdkladnich kombinatorickych pravidel. Tato zdkladn{ pravidla mohou mit podobu vzorci.
(tato pravidla jsou pravym smyslem kombinatorickych vzorcl). Bez porozuméni kombinatorickym
pravidlim nejsme schopni fesit jiné neZ trividlni kombinatorické tlohy.
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4.2 Pravidla souctu a soucinu

Pravidlo souctu a pravidlo soucinu jsou dvé zdkladni kombinatorickd pravidla. Mnoho dalSich pravidel
vznika jejich kombinovanim.

Pruvodce studiem

Pravidlo souctu: Lze-li ukol A provést m zpusoby a lze-li kol B provést n zpusoby, pficemz
zadny z m zptsobu provedeni tikolu A neni totozny s Zadnym z n zptsobt provedeni tkolu B, pak
provést ukol A nebo kol B lze provést m -+ n zpisoby.

Pravidlo souctu je zjevné. UkdZeme, jak ho lze pouZit.

Priklad 4.4. V knihovné je 5 knih, jejichZ autorem je A. C. Doyle, a 10 knih, jejichz autorkou je
A. Christie. Ctenaf si tedy miZe vybrat 15 zptisoby knihu, kterou napsali A. C. Doyle nebo A. Christie.
Je-li A ukol “vybrat knihu, jejiz autorem je A. C. Doyle” a B tkol “vybrat knihu, jejiZz autorem je
A. Christie”, pak je m = 5 an = 10. Pfitom provést tikol A nebo tikol B znamend vybrat knihu, kterou
napsali A. C. Doyle nebo A. Christie. Podle pravidla souétu to lze pravé m + n = 15 zpisoby. PouZiti
pravidla souctu je oprdvnéné, protoZe Zadnda kniha, kterou napsal A. C. Doyle, nenf totoZnd s Zaddnou
knihou, kterou napsala A. Christie.

Priklad 4.5. Mnoziny M a N jsou disjunktni (tj. nemaji spole¢né prvky) a plati |M| = m a [N| = n.
Kolika zptisoby lze vybrat prvek, ktery patii do M nebo do N? Jsou-li A a B po fadé€ tkoly “vybrat
prvek z mnoZiny M a ‘vybrat prvek z mnoZiny N, pak pfedpoklady pravidla souctu jsou splnény (M
a N nemaji spole¢né prvky), a proto existuje m + n zpisobt, jak vybrat prvek z M nebo N. Jinymi
slovy, jsou-li M a N disjunktni mnozZiny, je |M U N| = |M| + |N]|.

Poznamenejme, Ze predpoklad pravidla souétu, kterd ¥ikd, Ze zadny z m zplisobi provedeni ikolu A neni
totozny s zadnym z n zplsobt provedeni dkolu B, je podstatnd. Uvazujme Priklad 4.5, ale vezméme
mnozZiny, které nejsou disjunktni, napt. M = {a,b,c}, N = {b, ¢, d, e}. Jak snadno vidime, existuje 5
zpusobu, jak vybrat prvek z M nebo N, pfitom 5 # 3 +4 = m + n.

Pravidlo souctu lze zobecnit na kone¢ny pocet tkoli: Lze-li ikol C rozlozit na po sobé& nésledujici
ukoly Ay, ..., A, alze-li dkol A; provést m; zplsoby (pro kazdé i = 1, ..., n), pak Ize tikol C provést
mq + - - - + m,, zpusoby.

Pokud kol A; lze provést m; zptsoby, ukol Ag lze provést mqy zpusoby, .. ., kol Ay 1ze provést my
zplisoby, pfi¢emz po kazdou dvojici A; a A; (i # j) Zadny z m; zplsobi provedeni tikolu A; neni
totozny s Zadnym z m; zpisobi provedeni tikolu A;, pak provést tkol A; nebo tikol A3 nebo - - - nebo
tkol Ay, 1ze provést mq + mo + - - - + my, zplsoby.

Priklad 4.6. Necht My, ..., M}, jsou kone¢né po dvou disjunktni mnoziny. Kolik prvkt ma sjednoceni
My U - - U My? Pomoci zobecnéného pravidla sou¢tu miZzeme podobné jako v Piikladé 4.5 ukdzat, Ze
[MyU---UMyg| = M|+ -+ | Mgl

Pruvodce studiem

Pravidlo soucinu: Lze-li ikol C rozloZit na po sobé nasledujici ikoly A a B (tj. provést C' znamena
provést nejdiiv A a potom B) a lze-li tikol A provést m zpisoby a kol B lze provést n zpusoby,
pak lze kol C' provést m - n zpusoby.

Také pravidlo soucinu je zjevné. UkdZeme ho na konkrétnich prikladech.

Priklad 4.7. Kolik prvkl ma kartézsky soucin M x N dvou koneénych mnoZin M a N? Pfipomeiime,
ze M x N ={(x,y) | = € M,y € N}. Urcit libovolny prvek (x,y) € M x N znamend totéZ, co splnit
ukol “zvol x a zvol y”. Tento tkol lze rozloZit na dkol “zvol = a dkol “zvol y”. Prvek x lze pfitom
zvolit | M| zptisoby, prvek y lze zvolit | N | zpisoby. Podle pravidla sou¢inu Ize tedy dkol “zvol z a zvol
y” provést |M| - | N| zptisoby. Proto |M x N| = |M]-|N|.

Podobné jako pravidlo souctu lze i pravidlo soucinu zobecnit na konecny pocet tkoll: Lze-li tkol

C rozloZit na po sobé ndsledujici ukoly A, ..., Ay a lze-li tkol A; provést m; zplsoby (pro kazdé
i=1,...,k), pak lze ikol C provést m; - - - - - my, zptsoby.
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Priklad 4.8. Registracni znacka vozidla ma tvar PKC CCCC, kde P, K, a C jsou symboly a pfitom P
je nekterd z Cislic 1-9, K je pismeno, urcujici pfislusnost ke kraji (napf. T oznacuje Moravskoslezsky
kraj, H oznacuje Hradecky apod.) a C je nékterd z Cislic 0-9. Kolik 1ze v rdmci jednoho kraje pridélit
registracnich znacek?

Prvni symbol lze zvolit 9 zplisoby, druhy symbol nelze volit, protoZe je v rdmci kraje pevné dany, tfeti
symbol lze zvolit 10 zpGsoby, stejné tak 1ze 10 zptsoby zvolit étvrty, paty, Sesty i sedmy symbol. Podle
zobecnéného pravidla soucinu tedy existuje v ramci jednoho kraje 9-10-10-10-10-10 = 9-10° (devét
set tisic) moznych riznych registra¢nich znacek.

Pravidla souctu a soucinu se ¢asto v jedné tloze kombinuji. Ukazme jednoduchy piiklad.

Priklad 4.9. Necht' A, B, C jsou kone¢né mnozZiny, pficemZ A a B jsou disjunktni. Kolik prvkt ma
mnoZzina (AU B) x C?

Ukol vybrat libovolné prvek z (AU B) x C lze rozlozit na dva nasledujici dkoly “vyber prvek z
AU B” a “vyber prvek z C” (viz Pfiklad 4.7). Pfitom ukol “vyber prvek z A U B” znamena “vyber
prvek z A nebo vyber prvek z B” a lze ho podle pravidla soudtu provést |A| + |B| zplsoby (viz
Piiklad 4.5). Proto Ize podle pravidla souétu prvek z (AU B) x C vybrat (|A| +|B|) - |C| zptsoby, tedy
(AU B) x C| = (A +|B]) - |C].

4.3 Permutace, variace, kombinace

Kolika zptisoby lze sefadit urCity pocet objekti? Kolika zplsoby lze vybrat urlity pocet objekti z
danych objektt, kdyZ na potadi vybéru zdlezi? Co kdyZ na poradi vybéru nezélezi? Co kdyz se prvky
ve vybéru nemohou opakovat? Co kdyZ se opakovat mohou? Tyto a podobné otiazky se Casto objevuji
v riznych kombinatorickych tlohdch. Odpovédi na né lze nalézt pouzitim pravidel souétu a soucinu.
ProtoZe se vSak tyto otdzky objevuji opravdu casto, odvodime si vzorce, které na nékteré tyto otazky
odpovidaji. Vzorce, které odvodime, patii k zdkladim kombinatorického pocitani. Nejprve vsak jesté
jednou varovani.

Pruvodce studiem

Pfi pouzivani kombinatorickych vzorct, které uvedeme, je dileZité vzorci dobfe rozumét, “vidét do
Vzorec je jen symbolickym vyjadienim zadvéru kombinatorické uvahy. Osvojime-li si odpovidajici
tvahy, potfebné vzorce si nakonec mizeme odvodit sami (nebo je nékde najdeme). KdyZ si odpovi-
nebudeme umét pouzivat. Ctenafi proto nasledujici doporuceni: NesnaZte se ucit vzorce. Snazte se
pochopit a naucte se sami provadét dvahy. Uvidite, Ze véci jsou ve skutecnosti jednoduché.

4.3.1 Permutace

Student si u zkousky vybere tfi otdzky. Muze si vybrat, v jakém pofadi na né bude odpovidat. Kolik ma
moznost{? Oznac¢me otazky A, B a C. Mozna poradi odpovidani jsou ABC, ACB, BAC, BCA, CAB,

CBA. Je jich tedy Sest. Tak pfichdzime k pojmu permutace. Permutace néjakych
. i o prvki je jejich

Definice 4.10 (permutace). Permutace n (navzdjem riznych) objekti je libovolné sefazeni t€chto ob- efazent.

jektd, tj. sefazeni od prvniho k n-tému. Pocet permutaci n objekti budeme znacit P(n).

Véta 4.11. P(n) = nl

Diikaz. Jedno ale libovolné sefazeni dostaneme tak, Ze vybereme 1. prvek (to lze provést n zplisoby),

poté vybereme 2. prvek (to lze provést n — 1 zplisobem, protoZe jeden prvek jsme jiZ vybrali), poté

vybereme 3. prvek (to lze provést n — 2 zplsoby), ..., nakonec vybereme n-ty prvek (to lze provést

jednim zpisobem, n — 1 prvka totiZ jiz bylo vybrano a zbyva posledni prvek). Podle pravidla soucinu

1ze takovy vybér provéstn - (n—1) - (n—2)----- 1 = n! zpisoby. Tedy P(n) = nl. O

Serazujeme-li objekty, z nichZ nékteré jsou stejné, provadime tzv. permutace s opakovanim. U permutaci s
opakovdnim mohou
byt nékteré
serazované prvky
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Definice 4.12 (permutace s opakovanim). Je ddno n objektd rozdélenych do r skupin, které maji po

fadé nq, ..., n, objektd, tj. ny + - - - + n,. = n. Objekty v kazdé ze skupin jsou navzajem nerozliSitelné.
Kazdé sefazeni téchto n objektd se nazyva permutace s opakovdnim (danym parametry (nq,...,n;)).
Pocet takovych permutaci znaéime P(nq,...,n;).

e . !
Véta4.13. Prony + - - +n,. =nje P(ny,...,n.) = m,"inr,

Diikaz. Uvazujme libovolnou permutaci s opakovanim. O¢islujme objekty v ramci kazdé z r skupin tak,
aby se staly rozliSitelnymi. Pak dané permutaci s opakovanim odpovida n€kolik permutaci o¢islovanych
objektl v tom smyslu, Ze na pozici ¢ (1 < ¢ < n) je v permutaci s opakovanim objekt z j-té€ skupiny
(1 £ j < n), pravé kdyz je na pozici 7 v permutaci ocislovanych objektti objekt, ktery vznikl o¢islovanim
z nékterého objektu z j-té skupiny.

Pro pfiklad: Méjme n = 5, r = 2, n; = 3, na = 2, objekty prvni skupiny znacime A, objekty druhé
skupiny zna¢ime B. Po o¢islovani budeme mit objekty A1, Ao, As, By, Bo. Permutaci s opakovanim
ABAAB odpovida napf. permutace A3B; AsA;1Bs, ne vSak permutace AsA;A1B1Bs.

Kolik permutaci oéislovanych objekti odpovida kazdé permutaci s opakovanim? Objekty prvni skupiny
miZeme na jejich pozicich (ty jsou pro danou permutaci s opakovanim dany pevné a je jich nq)
sefadit n1! zptisoby (tolik je permutaci nq prvkd), ..., objekty r-té skupiny miZeme na jejich pozicich
sefadit n,.! zpisoby. ProtoZe sefazovani objekti kazdé skupiny provddime nezavisle na sefazovéni
objekti libovolné jiné skupiny. Proto je celkovy pocet permutaci ocislovanych objektu, které odpovidaji

libovolné permutaci s opakovanim roven nq! - - - - - n,). Dostali jsme tedy
P(?’Ll7 ,TLT) N TIEREEE n,! fp(n%
odkud plyne P(ny,...,n,) = nl'ni'm' .

Priklad 4.14. Kolik slov (i nesmyslnych) lze sestavit pferovnanim pismen ve slové POSTOLOPRTY?
Pocet slov je roven poctu sefazeni pismen slova POSTOLOPRTY. Jde o permutace objektd s opakovanim.
Mame n = 11 objektt (pismen), které jsou rozdéleny do r = 7 skupin odpovidajicich jednotlivym
pismenim P, O, S, T, L, R, Y. Poéty objektt v jednotlivych skupinich jsou np = 2, no = 3, ng = 1,

nt = 2,n;, = 1,ng = 1, ny = 1. Polet slov je tedy P(2,3,1,2,1,1,1) = %

4.3.2 Variace

Na lodi jsou Ctyfi distojnici. Z nich je tfeba jmenovat kapitdna a jeho zastupce. Kolika zpisoby to lze
provést? Ozna¢me distojniky pismeny A, B, C, D. Pak existuje téchto 12 zptisobt: AB (A je kapitdn, B
jeho zastupce), AC, AD, BA, BC, BD, CA, CB, CD, DA, DB, DC.

Definice 4.15 (variace). Je dano n (navzdjem riznych) objektd a ¢islo r < n. Variace r (objekti) z
n (objektl) je libovolny vybér r objekti z danych n objektl, ve kterém zdlezi na potradi vybiranych
objektl. Pocet takovych variaci znaéime V' (n, r).

Ve vyse uvedeném piikladu je n = 4 (mame 4 objekty) a r = 2 (vybirdme dva objekty). Variace BA
je vybér, ve kterém je jako prvni vybran objekt B a jako druhy objekt A. Variace BA a AB jsou rizné
(zdlezi na poradi). Celkem existuje 12 takovych variaci, tj. V' (4,2) = 12.

Vétad.16. V(n,r)=n-(n—1)-----(n—r+1).

Diikaz. Kazda variace je ddna tim, jaké objekty jsouna 1., 2., ..., r-tém misté. Objekt na 1. misté lze
zvolit n zplsoby (vybirdime z n objektd), objekt na 2. misté¢ pak n — 1 zpusoby (vybirdme z n — 1
objektl, protoZe jeden objekt je uZ na 1. misté), . . ., objekt na r-tém misté lze vybrat n — r 4+ 1 zptsoby
(tolik objektt je3té k vybéru zbyva). Podle pravidla soudinu je tedy celkovy pocet takto provedenych
vybéri, tj. poéet vSech variaci, n- (n — 1) - -+ - (n —r 4+ 1). O
Vsimnéme si, 7e V(n,7) = 5. Skutetng,

= = . — ]_ ..... — 1 — V ,

o O nen=1) (= 1) = Vnr)

Poznamka 4.17. V§imnéte si, Ze V(n,n) = n! = P(n), tj. poCet variaci n z n je stejny jako pocet
permutaci n objektt. To neni ndhoda. Variace n a n je vlastn€ vybér n prvki z n prvki, ve kterém zalezi
na pofadi. Je to tedy usporadani, tj. permutace, n prvki (prvni vybrany prvek je v daném usporadédni na
prvnim misté, . . ., n-ty vybrany prvek je v daném uspofadani na n-tém miste).
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Vybeéry, ve kterych se prvky mohou opakovat, nazyvame variace s opakovanim.

Definice 4.18 (variace s opakovdnim). Jsou ddny objekty n rtznych typt. Objekti kazdého typu je
neomezené mnoho a jsou navzijem nerozliSitelné. Variace r (objekt) z n (objektt) s opakovdnim je
libovolny vybér r objektl z danych objekti n typd, ve kterém zdlezi na poradi vybiranych objektt. Pocet
takovych variaci zna¢ime V (n, 7).

ProtoZe jsou prvky jednotlivych typt nerozlisitelné, jsou dvé variace s opakovanim stejné, pravé kdyz
maji na odpovidajicich si mistech (prvnim aZ r-tém) objekty stejnych typa.

Vétad.19. V(n,r) = n".

Diikaz. Prvni prvek miZeme vybrat n zplsoby, druhy prvek miZeme vybrat n zpisoby, ..., r-ty
miZeme vybrat n zpisoby. Podle pravidla soucinu lze tedy vybér provéstn - - - - - n =n'" zpusoby. [J

Priklad 4.20. Zamek na kolo s kédem ma pro nastaveni kédu tfi otdceci koleCka. Na kazdém z nich
Ize nastavit Cislice 0, 1, ..., 9. Pfedpokladejme, Ze nastaveni a zkouska jedné ¢iselné kombinace trva 2
sekundy. Jak dlouho trvd v primé&rném piipadé otevieni zdmku, nezndme-li spravnou ¢iselnou kombinaci
(prdmérny piipad definujeme jako aritmeticky primér nejlepsiho a nejhorsiho piipadu)?

Ciselné kombinace jsou 000 az 999. Jsou to tedy variace 3 z 10 s opakovanim (3 pozice, 10 &islic). Téch
je 10% = 1000. V nejlepsim piipadé nastavime spravnou kombinaci uz v 1. pokusu (to trva 2 sekundy),
vnejhors§im az v 1000. pokusu (to trvd 2000 sekund). V primérném piipadé je to tedy @ = 1001
sekund (coZ je 16 minut a 41 sekund).

Poznamka 4.21. Variace s opakovanim bychom mohli definovat jinak, a to nasledovné: Je dano n
(navzdjem rtznych) objekti a ¢islo r. Variace r (objekti) z n (objekti) s opakovanim (definovana
alternativné) je libovolny vybér r objektl z danych n objekti, ve kterém zaleZi na poradi vybiranych
objektli a ve kterém se prvky po vybéru vraceji mezi prvky, ze kterych se vybird. Uvédomme si, Ze
zpusob vybéru zde je jiny, neZ v Definici 4.18. Duilezité vSak je, Ze pocet variaci s opakovanim je i v
tomto piipadé V (n,r) (ovéite).

Priklad 4.22. Z mista A je tfeba pfeddvat na misto B zpravu o tom, jak dopadla akce konand v misté A.
Pfitom existuje celkem 20 000 moznych vysledku té akce. Pfedpokladejme, Ze pro zakddovani vysledku
se pouZzije posloupnost k& = 2 rtiznych symboli (napf. 0 a 1), kterd ma délku d. Jaka je nejmensi délka
takové posloupnosti? Jak to bude pfi jinych poctech symbolt k = 3,4, 5?

Jde o to, najit nejmensi délku d tak, aby posloupnosti k£ symboli bylo aspoii 20000, tj. aby kazdy vysledek
mohl byt néjakou posloupnosti zakédovan. Vybirame-li z k£ symbold posloupnost délky d, vybirame
vlastné variaci d z k s opakovanim. Takovych posloupnosti je tedy V (k,d) = k¢. Chceme tedy najit
nejmensi d tak, aby k% > 20000. Pro k = 2jed = 15,prok = 3jed = 10,pro k = 4 je d = 8, pro
k=5jed=T.

4.3.3 Kombinace

V tabore jsou 4 muzi (oznacme je A, B, C, D). Kolika zpisoby z nich 1ze vybrat dvouclennou hlidku?
Vybér hlidky je ddn vybérem dvou z nich, tedy dvouprvkovou podmnoZinou mnoziny {A, B, C,D}.
Hlidky tedy mohou byt {A, B}, {A, C}, {A,D}, {B, C}, {B,D}, {C, D}, je jich tedy 6.

Definice 4.23 (kombinace). Je ddno n (navzajem rtznych) objekti a nezdporné celé Cislo r < n.
Kombinace r (objekti) z n (objekt) je libovolny vybér r objektd z danych n objektd, ve kterém
nezaleZi na poradi vybiranych objektl. Pocet takovych kombinaci znac¢ime (7:)

Cisla (7) se nazyvéji kombinacni &isla a oznaduji se také C(n,r) (Ste se “en nad er”).

Ve vysSe uvedeném piikladu je n = 4 (mdme 4 objekty) a » = 2 (vybirdme dva objekty). Kombinace
{A, C} je vyber, ve kterém jsou vybrany A a C. Celkem existuje 6 takovych kombinact, tj. (3) = 6.

Vétad.24. (") = =

= G—rt

Diikaz. Vime, Ze V(n,r) = n%'r), Uvédomme si, Ze kazdé kombinaci 7 z n odpovida tolik variaci r z
n, kolika zptisoby lze uspofééat r vybranych objektli (u kombinace zéleZ{ jen na vybranych objektech,
ne na jejich uspofadéni, kdezto u variace zéleZ{ i na jejich usporddani). Napt. kombinaci {A, B, C}
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odpovidaji variace ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA. Existuje r! zpusobu, jak usporadat r objektd.
Je tedy
pocet kombinaci 7 z n krat poCet uspotfadani r objektt = pocet variaci r z n,

tj.
n
rl=V .
(r) r (n,r)
Odtud (Z) = V(:“l!’r) = (n—nrl)!rl' O
Piimo z odvozeného vzorce plyne
ny n
r) \n—1r)"
XX n n! _ n! _(n < s N
Skutecné, (nfr) = (n—(n—r))!(n—r)! = (n—r)lr! — (r) Dile platl’ ze

(e @)

Poznamka 4.25. Vzorec pro (:) Ize odvodit také takto. Ocislujme n objektl, ze kterych vybirame,
Cisly 1 aZ n. Kombinaci r z n midZeme vyjadfit jako fetézec n nul a jednicek, ktery obsahuje praveé r
jednicek, pri¢emz na i-tém misté toho fetézce je 1, pravé kdyZ se v dané kombinaci nachdzi i-ty prvek.
Napt. jsou-li a, b, ¢, d prvni az &tvrty prvek, pak fetézci 0110 odpovidd kombinace {b, c}. Takovy fetézcti
existuje pravé tolik, kolik existuje permutaci n prvki s opakovanim, které jsou rozdéleny do dvou skupin
obsahujicich r prvki (jedni¢ky) a n — r prvki (nuly). Takovych permutaci je podle Véty 4.13 —2—

(n—r)lr!”

Priklad 4.26. Kolika zptsoby lze vybrat 4 pfedméty z nabidky 10 volitelnych pfedmétia? Vybér pred-

méti je kombinace 4 z 10. Vybér Ize tedy provést (') = #%; = 10957 — 210 zpiisoby.

6!-4! 4-3-2

Rekneme si ted’ dva uZite¢né vztahy. Prvnim z nich je, Ze pro k < n plati

<Z) - <Z_D - (nk; 1)' (@.1)

J . n—1 n—1 _ (n—1)! (n—1)! _ k(n=D!4(n—k)-(n—1)!
Odvodme to: (37;) + (") = G—DIn—F) T (k=D El(n—k)!

(k4+(n—k))-(n—1)! _ n! _ (n)
kl(n—k)! kl(n—k)! k/

Druhym je tzv. binomickd véta.

Véta 4.27 (binomicka véta). Pro redlné ¢islo x a nezdporné celé n je

(L+a)" =Y (Z) ", (4.2)
k=0

Diikaz. Dokazeme to indukci pres n.

Indukéni predpoklad: Pro n = 0 tvrzeni plati, proto«e (1 +2)° =1a 22:0 (B)ar = (g)mo =1

Indukéni krok: Predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pron — 1, j. (1 +z)" ! = Z;é (";1)#" a dokazme

ho pro n. Mame

1+2)" = Q+2)(1+2)" = (1—|—a:)2_: <n;1>xk =

k=0
n—1 n—1 n—1 n
_ n—1\ . n—1\ ;.1 n—1\ . n—1\ .
= X () ()= (M) ()
k=0 k=0 k=0 k=1
n—1
_ n—1\ , n—1\ . n—1\ . n—1\ .,
= < 0 ) +I;(< . >:1: —|—<k_1>:c)—|—<n_1)x =
/-1 n—1
= 0 - - k n _
= 2 +Z(( N )+(k1))m + "=
k=1
n—1 n
_ (™). o0 LA Y n_ LLATW?
= o) 20 G- )
k=1 k=0
Pfitom jsme pouZili vzorec (4.1). O
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Binomicka véta ma fadu pouziti.

Priklad 4.28 (pocet podmnozin n-prvkové mnoziny). Dosazenim x = 1 do (4.2) dostdvame

=32 ()=()+ () =+ ()

Protoze (Z) je pocet vSech k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoZiny, udava soucet vpravo pocet
0-prvkovych plus pocet 1-prvkovych plus ... plus pocet n-prvkovych, tj. pocet v§ech podmnoZin n-
prvkové mnoZiny. Pomoci binomické véty tedy vidime, Ze je roven 2".

K tomu Ize ale dojit i takto: Sefadme prvky dané n-prvkové mnoziny za sebe. Pfedstavme si n pozic, které
odpovidaji 1., 2.,. .., n. prvku. Do pozic budeme umis, ovat 0 a 1. PodmnoZiny jednozna¢né odpovidaji
umisténim 0 a 1 do téchto pozic: je-li na ¢-té pozici 1, pak -ty prvek patii do dané podmnoZiny, je-li
tam 0, pak do ni nepatii. PodmnoZin n-prvkové mnoZiny je tedy pravé tolik, kolika zpusoby lze do n
pozic umistit nuly a jednicky. Tento pocet je roven poctu variaci n ze 2 (vybirdme z {0, 1}), tedy je to

V(n,2) = 2"

Pruvodce studiem

Pocet vSech podmnozin n-prvkové mnoziny je 2". Lze k tomu dojit nékolika zpisoby. Dva z nich
jsme ukazali v Piikladu 4.28. Takova situace, kdy k jednomu vysledku miZzeme dojit nékolika
zpusoby, je pro kombinatoriku typickd. Rizné zptsoby odpovidaji riznym pohledtim na véc. Na-
piiklad u poétu v§ech podmnozin byl prvni zptsob “seéti pocty vSech O-prvkovych, 1-prvkovych,
..., n-prvkovych podmnozin”, druhy zpisob byl “pfedstav si podmnoZiny jako posloupnosti nul a
jednicek a urci pocet téchto posloupnosti”. Obecny ndvod, jak si problém vhodné ptedstavit, neni.
ZaleZi jen na naSi predstavivosti.

Vybér, ve kterém nezaleZi na poradi prvki a ve kterém se prvky mohou opakovat, se nazyvd kombinace
s opakovanim. Vede k tomu nésledujici iloha. V obchod€ maji 4 typy zakuskd (vénecky, fezy, Spicky
a trubi¢ky). Médme koupit 6 zdkuskd. Kolika zplsoby to 1ze provést? Jeden mozny zptisob je koupit 6
vénecku, dalsi je koupit 6 vétrnikd, dalsi je koupit 2 vétrniky a 4 fezy, dals{ je koupit vénecek, ez, $picku
a 3 vétrniky atd. Dulezité je, zaprvé, Ze potadi zdkuskl v ndkupu je nepodstatné, a zadruhé, Ze v ndkupu
mohou byt zdkusky stejného typu (zdkusky se mohou opakovat).

Definice 4.29 (kombinace s opakovanim). Jsou dany objekty n rtiznych typt. Objekti kazdého typu je
neomezené mnoho a jsou navzajem nerozliSitelné. Kombinace r (objektl) z n (objektd) s opakovdnim
je libovolny vybér r objektd z danych objektl n typd, ve kterém nezalezi na poradi vybiranych objektu.
Pocet takovych kombinaci znaéime C(n, 7).

Ze jsou objekty jednotlivych typi nerozliSitelné, znamend, Ze dv€ kombinace s opakovanim povaZujeme
za stejné, pravé kdyz pro kazdy z n typid obsahuji stejné pocty objektl toho typu. U piikladu se zdkusky
to napt. znamen4, Ze kazdé dva ndkupy obsahujici dva vétrniky a Ctyfi Spicky, povaZujeme za stejné (by,
v jednom nékupu mohou byt jiné dva vénecky neZ ve druhém).

Véta 4.30. C(n,r) = ("/771).

n—1
Diikaz. Podivejme se na vybér takhle. Mame n prihradek, které odpovidaji typtim objektl. Vybrat
kombinaci r z n s opakovdnim znamend umistit do téchto pfihradek celkem r kuli¢ek. Pocet kulicek
v ¢-té prihrddce miZeme totiZ chdpat jako pocet objektl typu i, které jsme vybrali. Hledany pocet
kombinaci C(n, ) je tedy stejny jako pocet umisténi 7 kulicek do n prihradek.

Abychom ur¢ili pocet takovych umisténi, budeme kazdé umisténi reprezentovat posloupnosti nul (re-
prezentuji prepazky mezi prihrddkami) a 1 (reprezentuji kuli¢ky). Napf. pro n = 4 a r = 6 fetézec
101100111 reprezentuje umisténi, kdy je v prvni prihrddce 1 kulicka, ve druhé 2 kulicky, ve tfeti O kuli-
cek, ve Ctvrté 3 kulicky. Tedy: prvni jednicka reprezentuje 1 kuli¢ku v prvni prihrddce; nasledujici nula
reprezentuje prepazku; nasledujici dvé jednicky reprezentuji 2 kuli¢ky ve druhé pfihrddce; nasledujici
nula reprezentuje pfihrddku mezi druhou a tfeti pfihradkou; pak nendsleduje Zadna jednicka (tj. tfeti
ptihradka neobsahuje Zadnou kulicku), ale hned dalsi nula reprezentujici pfepazku mezi tieti a étvrtou
ptihradkou; nasleduji tfi jednic¢ky reprezentujici 3 kulicky ve ctvrté pithradce. Protoze mdme n — 1
prepdzek a r kulicek, je kaZzdé umisténi reprezentovano fetézcem délky n +r — 1, ve kterém je n — 1 nul

a r jednicek. Kazdy takovy fetézec je urCen tim, na kterych jeho n — 1 pozicich z 1.,...,(n +r — 1)-té
pozice jsou nuly (na ostatnich pozicich jsou totiZ jednicky). Vybér n — 1 pozic pro nuly z celkového
poltu n + r — 1 pozic je kombinace n — 1 zn + r — 1, a téch je podle Véty 4.24 (”::Il) O
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Priklad 4.31. Vra me se k zdkuskdm (viz vySe). Vybér 6 zakuskl ze 4 druht zdkuski je kombinace 6

z 4 s opakovénim. Téch je podle Véty 4.30 C(n,r) = ("1"7") = (*1°7") = (3) = a7 = 84

Poznamka 4.32. Zastavme se u pojml permutace s opakovanim, variace s opakovanim a kombinace
s opakovanim. Ve vSech pfipadech mame vlastné objekty rozdéleny do né€kolika typt. Zatimco vSak u
permutaci s opakovanim je objektt kazdého typu piedepsany pocet a tyto pocty mohou byt pro rizné
typy rtzné, u variaci i kombinaci s opakovanim je objektd kazdého typu neomezené mnoho.

4.3.4 Dalsi vybéry

Permutace, variace a kombinace jsou zdkladni typy vybért. Ukdzali jsme si zdkladni{ typy tvah, které
vedou ke stanoveni jejich poctu. Prakticky se vSak muzeme setkat s piiklady slozitéjsimi, ve kterych
uvahy o permutacich, variacich a kombinacich miZeme vyuZit.

Priklad 4.33. Ligu hraje 14 tymi. Vysledek ligy je dan tim, které tymy obsadi 1., 2. a 3. misto a které

2 tymy sestoupi do niz§i soutéZe. Kolik je moznych vysledku ligy?

Vysledek ligy je dan vybérem tymi na 1.-3. misté a vybérem tymd, které sestupuji. Tymy na 1.-3. misté
jsou tfi a vybirame je z 14 tymd, pfitom na poradi vybéru zdleZi. Jde tedy o variace 3 z 14 a je jich
V' (14, 3). Po jejich vybéru vybereme ze zbyvajicich 11 tymi dva, které sestoupi. Zde na pofadi nezéleZi.
Jde tedy o kombinace 2 z 11 a je jich (). Podle pravidla sou¢inu je celkové V(14,3) - (') ) moznych
vysledka ligy.

MiZeme ale také postupovat obracené, tj. nejdi{v vybrat ze 14 dva sestupujici tymy a pak ze zbylych 12

vybrat 3 medailisty. Tak dostaneme (124) -V (12, 3) moznosti. Vysledek je ale stejny jako u prvni dvahy,
protoze

14 14-1 14-13-12-11-1
<2)-V(12,3) = 73.12-11-10: 5 5 0_

14-13-12. % =V (14,3) - (121>.

Priklad 4.34. Kolika riznymi zptsoby lze kolem kulatého stolu se 6 Zidlemi posadit 6 osob? Pfitom
dvé posazenti, ktera se 1i$i jen pooto¢enim, povazujeme za shodna.

Ozna¢mé osoby A, B, C, D, E, F. Kdyby i dvé& posazen{ li§ici se pooto¢enim, byla povaZzovdna za riiznd,
pak by podet viech posazeni byl stejny jako pocet vSech permutaci 6 objektd, tj. P(6) = 6!. Kruhové
usporadani kolem stolu by totiZ nehrélo roli. Kolem stolu je 6 mist, mizeme jim fikat 1., 2., ..., 6.
misto. Otazka by pak byla, kolika zptisoby miizeme umistit 6 osob na 6 mist, tj. vlastné kolika zptisoby
1ze uspotddat 6 osob. Odpovéd je pak zjevné P(6). PovaZujeme-li vSak posazeni za shodnd, pravé kdyZ
Ize z jednoho do druhého pfejit pootocenim, bude celkovy pocet posazeni mensi. Dojdeme k nému
napt. ndsledovné. Kruhové posazeni kolem stolu “roztrhneme” a zapiSeme linedrné. Napi. ABCFDE
je zéapis, kdy A sedi na 1. zidji, ..., E sedi na 6. Zidli. Postupnym otd¢enim tohoto posazeni o 0 az 5
zidl{i dostaneme celkem 6 jeho zdpisi: ABCFDE, BCFDEA, CFDEAB, FDEABC, DEABCF, EABCFD.
Celkovy pocet zépisi je tedy 6 krdt v&Si neZ pocet posazeni. ProtoZe zépisa je P(6), je hledany pocet

{26 _ 6 _ 5

3 3

posazeni e

Priklad 4.35. Kolik existuje posloupnosti n nul a k jednicek, ve kterych Zadné dvé jednicky nejsou
vedle sebe?

Predstavme si posloupnost n nul. Na zac¢4tku, mezi nulami a na konci této posloupnosti je celkem n + 1
mist (napf. pro posloupnost 000 jsou to mista -0_0_0_). Libovolnou posloupnost n nul a k jednicek, ktera
spliiuje pozadované podminky, tak, Ze na vzniklych n + 1 mist umistime % jedni¢ek. Takovych moZnosti
je praveé tolik, kolika zpisoby miZeme z n + 1 mist (mezi nulami) vybrat £ mist (na kazdé z nich dame

jednicku), tedy praveé (n: ) Pocet hledanych posloupnosti je tedy (”Zl)

Shrnuti

Kombinatorika se zabyva zji§, ovanim poctu moznosti, které mnohou nastat za pfedem danych podminek.
Zékladni kombinatoricka pravidla jsou pravidlo souctu a pravidlo sou¢inu. Pomoci nich se daji ur¢it napt.
pocty moznosti riznych typd vybéri. Mezi zakladni typy vybérd patii permutace, variace a kombinace.
Permutace n prvkd je jejich libovolné uspofadani. Variace k prvki z n prvka je libovolny vybér &k prvka z
n prvki, ve kterém na potadi vybiranych prvka zilezi. Kombinace k prvki z n prvka je libovolny vybér
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k prvkd z n prvki, ve kterém na poradi vybiranych prvka nezéleZi. Variace a kombinace s opakovanim
jsou podobné vybéry, ve kterych se vybirané prvky mohou opakovat.

Pojmy k zapamatovani

pravidla souctu a soucinu,

permutace a permutace s opakovanim,
variace a variace s opakovanim,
kombinace a kombinace s opakovanim.

Kontrolni otazky

1.
2.
3.

4.

Co fikd pravidlo souctu? Co Fikd pravidlo soucinu?

Cim se lisi permutace a variace? Cim se lisi variace a kombinace?

Cim se lisi permutace a permutace s opakovdnim? Cim se lisi variace a variace s opakovdnim?
Cim se lisi kombinace a kombinace s opakovdnim?

Cim se lisi aspekt opakovdni u permutaci s opakovdnim, variaci s opakovdnim a kombinaci s
opakovdnim?

Cviceni

N

A

10.
1.

Kolik existuje v soustavé o zakladu n nezapornych ¢isel, které maji pravé k Cislic?

Kolik riznych slov lze ziskat z akronymu WYSIWYG?

Dokazte matematickou indukei, Ze (7)) + (") = ("Zl) provSechnan € Nak=0,1,...,n.
Definujme indukei P1(X) = 2% apron > 1 P"(X) = P(P""!(X)).Je-li mnoZzina X kone&n4,
kolik prvki ma P™(X)?

Kolik ma n-prvkovd mnoZina m-prvkovych podmnoZin (m < n)?

Kolik existuje funkci m prvkové do n prvkové mnoziny?

Kolik existuje injektivnich funkci z m prvkové do n prvkové mnoZiny?

Kolik existuje n-arnich operaci na m-prvkové mnozin€? Kolik z nich je injektivnich?

Krotitel ma do arény pfivést za sebou jdoucich 5 lvi a 4 tygry. Pfitom Zadni dva tygfi nesmfi jit
bezprostiedné za sebou (musi mezi nimi byt lev). Kolika zpiisoby to lze provést? Na poradi tygrt
ilva zdlezi.

Rozeberte predchozi cviceni pro piipad n lvu a k tygru.

Na policce je 12 knih. Kolika zptisoby Ize vybrat 5 z nich tak, aby zadné dvé z vybranych nestaly
vedle sebe? Jak je to pii vybéru k knih z n?

1.
2.

Ukoly k textu

. Vratme se k Prikladu 4.8. Navrhnéte rizné tvary registracnich znacek a pro kazdy tvar spocitejte

. Zduvodnéte podrobné Vétu 4.13.

. Zduvodnéte podrobné Vétu 4.16.

U Prikladii 4.1, 4.2, 4.3 zdGvodnéte pouZité kombinatorické uvahy.

Vratme se k Prikladu 4.3. Jaky je nejvétsi pocet k£ kédovych posloupnosti binarniho kédu délky
n, ktery umoziuje opravu az t-nasobnych chyb? t-nasobnou chybou vznikne z daného slova
slovo, které se od daného 1i§{ pravé v t pozicich. Pfiklad 4.3 tedy ddva odpovéd pro ¢ = 1.

X 7. e
[Odpovéd: —1+n+(;‘)+---+(2) |

odpovidajici pocet znacek, které lze pridélit. Jaké pravidlo pro ndvrh tvaru registra¢nich znacek
plyne?

Zduvodnéte podrobné Vétu 4.24.

Promyslete si a zdivodnéte dikaz Véty 4.30.

ReSeni
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1. (n—1)-nF1
Navod: Jako prvni ¢islici 1ze pouZzit n — 1 €islic (nelze 0), na kazdou z dalSich & — 1 pozic pak n
&islic. Podle principu soudinu to lze celkem (n — 1) - n*~! zpisoby.

2. 1260.
Ndvod: Je to P(2,2,1,1,1).
3. Dokazte matematickou indukef, ze (}) + (,”,) = ("f") pro viechnan € Nak =0,1,...,n.

k

4. Oznatme k = | X|. Pak | P1(X)| = 2%, |P2(X)| = 22", atd. Obecn je |P"(X)| = 22 (dvojka
je tam k krat).
5. (”) , je to pravé pocet kombinaci m z n.

m

6. V(n,m)=n".
Névod: Méjme X = {z1,...,2m}, Y = {y1,...,yn}. Libovolnd funkce f je ddna uspofddanou
m-tici (f(x1),..., f(m)) hodnot f(z;) € Y. Vybér kazdé takové m-tice je variace m z n s
opakovanim. Téch je V(n,m) = n™.

7. Prom < n existuje V(n, m) injektivnich funkei, pro m > n Zadna.
Navod: Viz pfedchozi cviceni, jde o variace bez opakovani.

8. mm

Névod: Pro | X| = m je to poéet zobrazeni mnoZiny X™ do mnoZziny X. ProtoZe | X™| = m™,
existje m™" n-arnich operaci na m-prvkové mno«iné (viz pfedchozi cvieni). Pro n = 1 je z nich
V (m, m) = minjektivnich; pro n > 1 neni «ddn4 injektivni.
9. Existuje 43200 zptisobu.
Névod: Lvy lze rozmistit P(5) = 5! = 120 zpGsoby. Zbyvé 6 mist pro umisténi tygrt (na zaatku,
mezi lvy a na konci). Do nich lze tygry umistit V'(6,4) = 360 zptsoby. Podle pravidla sou¢inu
existuje celkem 120 - 360 = 43200 zplsobd.
10. Pro k < n + 1 existuje P(n) - V(n + 1, k) zpiisobl. Pro k > n + 1 takovy zplsob neexistuje.
11. Existuje 56 moznosti. V obecném piipadé existuje (”+,’:_1)
74dna moZnost neexistuje).
Navod: Kazdy takovy vybér k knih z n knih miZeme reprezentovat posloupnosti k£ jednicek (na
pozicich vybranych knih) a n — k nul (na pozicich nevybranych knih), ve které se nevyskytuji
sousedici jedni¢ky (vybrané knihy nestoji vedle sebe). Téch je podle Prikladu 4.35 ("_Z‘H).

moznosti (pokud 2k — 1 < n, jinak

Studijni cile: Po prostudovani kapitol 4.4 a 4.5 by student mél znat princip inkluze a exkluze a umét ho
pouzit. Déle by mél znat zdklady pocitdni pravdépodobnosti. Student by mél umét v zdkladnich dlohdch
samostatné provést spravnou kombinatorickou tvahu.

Klicova slova: princip inkluze a exkluze, pravdépodobnost, pocitini pravdépodobnosti

4.4 Princip inkluze a exkluze

V nabidce volitelnych pfedmétd je némdcina a anglitina. Némcinu si zvolilo 15 studentt, anglictinu 30
studentd. 5 studentt si zvolilo nem¢inu i anglictinu. Kolik studentt si jako volitelny pfedmét vybralo
cizi jazyk (tj. ném¢inu nebo angli¢tinu)? Oznaéme N a A po fadé mnoziny studentt, ktefi si zapsali
némdinu a angli¢tinu. Se¢teme-li |N| (pocet téch, ktefi si zapsali némcinu) a |A| (polet téch, ktef{ si
zapsali anliétinu), po¢itdme dvakrdt ty, ktef{ si zapsali néméinu i angliétinu (t&ch je |N N A|). Ty tedy
musime od | N| + | A| ode&ist. Podet | N U A| t&ch, tefi si zapsali ném¢inu nebo anglictinuje tedy

INUA|=|N|+|A| —|NNAl =15+30—-5 = 40.

Jiny piiklad: Na jisté univerzité je 56 ulitelt ¢leny americké informatické spolecnosti ACM (Association
for Computing Machinery). Clenové ACM si mohou pfikoupit &lenstvi v n&které z tzv. special interest
group (SIG, SIG jsou soucasti ACM). Ze zminénych 56 uciteld jich je 20 cleny SIMOD (Special Interest
Group on Management of Data), oznaéme jejich mnozinu Aq; 15 ¢leny SIGIR (Special Interest Group
on Information Retrieval), oznaéme jejich mnozinu As; 20 ¢leny SIGKDD (Special Interest Group on
Knowledge Discovery in Data), ozna¢me jejich mnoZinu As. Déle je zndmo, Ze 10 jich je ¢leny SIMOD
i SIGIR, 8 jich je ¢leny SIGMOD i SIGKDD, 7 jich je ¢leny SIGIR i SIGKDD, 4 jsou ¢leny SIGMOD,
SIGIR i SIGKDD. Kolik z 56 ¢leni ACM je ¢lenem nékteré z SIGMOD, SIGIR, SIGKDD? Ptame se
vlastnég, kolik prvki md mnoZina Ay U Ay U Ag, pfitom zndme |A;|, [As|, |As], |[A1 N As|, |41 N A3
|A2 N As|a|A1 N Az N Asg|. Pokud bychom pouze seCetli | A1 | +|Az| 4+ | As|, pak jsou dvakrdt zapo¢itani

s s >
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tiz Ay N As,z Ay N Asaz Ay N As, a dokonce tiikrat jsou zapo¢itani ti z A; N A N As. To svadi k
tomu fici, ze | A1 U A U As| se rovnd

|A1| + |Az| + |As| — |A1 N Ag| — |A1 N As| — |Aa N Az| — 2|A; N As N Aj|.

To je ale Spatné. Odecteme-li totiz od | A1 |+ | A2 |+| As| pocty |[A1N Ay
v kazdém z |A; N As|, |A1 N As| a |4y N As| i poCet t&ch, ktefi jsou v A; N Ay N As (nakreslete si
obrézek). Tedy od |A1| + |Az| + | Az| jsme odecetli 3|A1 N Az N A3|. K tomu jsme pak jesté odeCetli
2|A1 N Ay N As|. Celkové jsme tedy od |A1| + |Aa| + |As| odeCetli |Ay N Ay N Az pétkrat a méli jsme
to odecist jen dvakrat. Spravny vysledek tedy je

: A1 ﬂA3| i |A2ﬂA3 : odecitame

>

[A1 UAs UAs| = |A1| + |As| +|As] — |[A1 N Ag| — |A1 N As| — |A2 N Asz| +
+A1NA2NA3]=20+15+20—-10 -8 — 7+ 4 = 24.

Uvahy ukdzané na vyse uvedenych piikladech jsou pfedmétem tzv. principu inkluze a exkluze (t].
zapojovani a vyluovani).

Véta 4.36 (princip inkluze a exkluze). Pro mnoZiny A, ..., A, plati

|AJUA U UA,| = > D) Al
0AIC{1,2,...,n} i€l

Zastavme se nejdifv nad tim, co princip inkluze a exkluze fika. Na levé strané rovnosti je pocet prvkd,
které patif do sjednoceni A; U --- U A, tj. alesponi do jedné z A, ..., A,. Na pravé strané je soucet
vyrazii (—1)7171] n;e; A;l, kde T probihd pies viechny neprdzdné podmnoziny mnoziny {1,...,n}.
| Nier A;| je poCet prvkid priniku mnoZin, jejichZ index patfi do I, tj. napt. pro I = {2,3,5} je to
| A5 N A3 N As|. Vyraz (—1)I71*1 je roven 1, pokud I obsahuje lichy pocet prvki, a je roven —1, pokud
I obsahuje sudy pocet prvki. Tedy: v souctu na pravé strané jsou pocty prvki v§ech moznych prinika
(jednoclennych, dvouclennych,. . ., az po n-Clenny) utvofené z Ay, . .., A,, pfitom pocet prvkd daného
pruniku je se znaménkem + pro priniky lichého po¢tu mnoZin a se znaménkem — pro priniky sudého
poctu mnoZin. Zkontrolujte, Ze vzorec pro n = 2 in = 3 ddva pravé dva vzorce, ke kterym jsme dosli i
piikladd s volitelnymi pfedméty a s ¢lenstvim v SIG ACM. Piejdéme nyni k diikazu Véty 4.36.

Diikaz. Vezméme libovolny prvek z z A; U --- U A,, a porovnejme, jakym Cislem x “pfispivd” na levé
a na pravé strané dokazované rovnosti. Na levé strané pfispiva zfejmé jedniCkou. Pro pravou stranu je
to slozitéjsi. Prvek z pati{ pravé do, feknéme, £ mnoZin z mnozin Ay, ..., A;. MiZeme predpokladat,
Ze to jsou mnoZiny Aj, ..., A; (kdyby ne, mnoZiny pfeznacime). Pak x patfi do né€jakého priniku,
ktery je na pravé strané rovnosti, pravé kdyz je to prinik néjakych mnoZin z A4, ..., A;. Je-li to prinik
lichého poétu mnoZin, z do odpovidajiciho vyrazu (—1)1+1| N 4, | prispivd ¢islem 1, je-li to prinik
sudého poctu mnozin,  do vyrazu (—1)11+1] (4, | plispivé Cislem —1. Z Ay,..., Ay lze vytvéfet
jednoprvkové, ..., k-prvkové priniky. Pocet [-prvkovych prinikd je pfitom (]l‘) Vidime tedy, Ze x
prispivé celkem na pravou stranu ¢islem

(-6 ()=o)

Jaka je hodnota tohoto souctu? Vezméme binomickou vétu a dosadme do (4.2) x = —1. Dostaneme
* /n b k
0=0"=(1-1)"=Q1+2)= =1 1)t —
(-1 =) =30 (o =1+ 2000

()0 (- ror

Odtud tedy vidime, Ze hledana hodnota souctu je 1. Prvek x tedy i na pravou stranu prispiva jednickou.
ProtoZe x byl libovolny, vyrazy na levé a pravé stran¢ dokazované rovnosti maji stejné hodnoty. O

Priklad 4.37. Kolik je pfirozenych ¢isel mezi 1 a 100 (véetné 1 i 100), ktera nejsou dé€litelnd ani dvéma,
ani tfemi nebo péti? Princip inkluze a exkluze miZzeme pouzit nasledovné. Ozna¢me

A = {neN|1<n<100, nje délitelné 2}, 4.3)
Ay = {neN|1<n <100, nje délitelné 3}, (4.4)
As; = {neN|1<n <100, nje délitelné 5}. 4.5)
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Pak pfirozena ¢isla mezi 1 a 100 (vCetné 1 i 100), kterd nejsou délitelnd ani dvéma, ani tfemi nebo péti,
jsou pravé prvky mnoziny A = A; N Ay N As. ProtoZe

AiNAyNAs; =A; UAy U Ag,
je|A| = A1 U Ay U Az] = 100 — |A; U Ay U As|. Podle principu inkluze a exkluze je
|A1 U Ag U As| = |Aq| + |Ag| + |A3| — |A1 N Ag| — |41 N As| — |[A2 N As| + |41 N Ay N As.

Zbyva tedy urcit |A1|, |A2|, |A3|, |A1 N Agl, ‘Al n A3|, |A2 n A3|, ‘Al NAs N A3|, cozZ je snadné.
Ukazme to na piikladu mnoziny A; N As. A; N As je mnozina pfirozenych ¢&isel mezi 1 a 100, kterd
jsou délitelnd dvéma i tfemi. To jsou ale praveé ta &isla, kterd jsou délitelnd 6 (Cislo je délitelné 6, pravé
kdyZ je dglitelné 2 i 3). Téch je |13° | = 16 (dolni celd &ast &isla 139), tj. [A; N Az| = 16. Podobné
dostaneme |A;| = 50, |Az| = 33, |A3] = 20, |41 N Az| = 10, |A2 N Ag| =6, |A1 N Az N Az| = 3.
Dosazenim pak dostaneme |A| = 100 — |4; U Ay U As| = 26.

4.5 Pocitani pravdépodobnosti

Poditani pravdépodobnosti jednoduchych jevi je jednou z aplikaci kombinatorického pocitanti, ktera je
v praktickém Zivoté velmi uzite¢nd. Pfedstavme si, Ze hdzime kostkou. MtiZe padnout jednicka, dvojka,
trojka, ¢tyfka, pétka nebo Sestka. Pfitom kazdy z té€chto vysledk ma stejnou $anci (kostka je férova). Jaka
je pravdépodobnost, Ze pfi hodu padne ¢islo délitelné tfemi? Jinymi slovy, jakd je pravdépodobnost, Ze pfi
hodu padne trojka nebo Sestka? Celkem existuje 6 moznych vysledki hodu kostkou. Z téchto pravé dva
vysledky (trojka a Sestka) odpovidaji jevu ,,padne trojka nebo Sestka*. Chapeme-li pravdépodobnost jako
pocet pfiznivych vysledki ku poctu vSech mozZnych vysledkd, je to dvé ku Sesti, tedy % =0.33333....

Pruvodce studiem

Otédzkami o pravdépodobnostech a usuzovdni za nejistoty se zabyva teorie pravdépodobnosti. Velké
mnoZzstvi piipadd, se kterymi se prakticky setkdvdme, ma nésledujici podobu.

Predstavme si, Ze se kond né€jaky pokus, ktery skonéi jednim z vysledki ey, . . ., e,,. Vysledkim
€1, .- ., en seiika elementdrnijevy. Predpokladame, Ze kazdy z vysledkt ey, . . . , €, md stejnou Sanci,

tj. elementarni jevy jsou stejné pravdépodobné. Pokusem miZe byt hod kostkou, elementarni jevy
jsou pak 1,2,3,4,5,6 (vysledky hodu). Jev je kazdd podmnozina A C E = {ey,...,e,}. Jevem
u hodu kostkou je napt. mnozina A = {3,6} (padne ¢islo délitelné tfemi) nebo B = {2, 3,4, 5,6}
(padne &islo rizné od 1). Pravdépodobnost P(A) jevu A je dédna vztahem

4]
P(A) = =0,
E|

tj. je to pocet vSech vysledku piiznivych jevu A ku poctu vSech moznych V}’/sledkﬁ. Napf. pravdé-

podobnost toho, Ze padne &islo délitelné 3 je tedy P(A) = % = 3, pravdépodobnost, Ze
\{2 3,4,5,6}] _ 5

padne &islo riizné od 1 je P(A 133456

Pravdépodobnost miize nabyvat odnot O(f1 0do 1 0 je pravdépodobnost nemozného jevu, napf.
7e padne Cislo, které je sudé i liché. 1 je pravdépodobnost jistého jevu, napt. Ze padne Cislo mensi
nez 9.

Chceme-li uréit pravdépodobnost néjaké uddlosti, mizeme jednoduse pouzit vzorec P(A) = %. Ktomu
je ale tfeba ucinit nasledujici:

1. Ur¢it mnozinu F vSech elementarnich jevt (vysledkil) a ovéfit, Ze jsou vSechny stejné pravdépo-
dobné,

2. ur¢it jev A C E, ktery odpovida dané udélosti,
3. urdit poCet prvki mnoZiny E, tj. ur¢it |E|,
4. uréit poet prvkt mnoZiny A, tj. urcit |A|.

V krocich 1. a 2. si koncepéné ujasnime situaci (1. a 2. odpovida nalezeni spradvného pohledu na véc), v
krocich 3. a 4. obvykle provedeme urcité kombinatorické tivahy.

Zacneme jednoduchymi priklady.

59



Priklad 4.38. Hazime modrou a éervenou kostkou. Jaka je pravdépodobnost, Ze na modré kostce padne
sudé a na cervené liché ¢islo?

Na sitaci se miZzeme divat takto: Vysledek, tj. elementédrni jev, je ddn dvojici &isel (m, ¢), kde m, ¢ €
{1,2,3,4,5,6} am a cjsou po fad€ vysledek na modré a Eervené kostce. Tedy mame

E={{(m,c)|m,ce{1,2,3,4,5,6}}.
Elementérni jev (m, ¢) je pfiznivy uddlosti ,,na modré kostce padne sudé a na Gervené liché &islo®, pravé
kdyzm € {2,4,6} ac € {1,3,5}. Tedy

A= {(m,c) | me{24,6}, ce{1,3,5}}.

Vidime, Ze |E| = 6 - 6 = 36 (pfimo podle pravidla sou¢inu) a Ze |A| = 3 -3 = 9 (podle pravidla
soucinu). Tedy hledand pravdépodobnost P(A) je P(A) = % = o = 0.25.

Priklad 4.39. Hazime dvéma kostkami, které jsou nerozlisitelné. Jaka je pravdépodobnost, Ze aspoii na
jedné z nich padne dvojka?

Vezméme opét £ = {(m,c) | m,c € {1,2,3,4,5,6}}. Zajimé nds ted jev A = {{(m,c) € E | m =
2 nebo ¢ = 2} a jeho pocet prvki. K nému miZeme dojit tak: Pro jevy A; = {(m,c) € E | m = 2} (na
prvni padne dvojka) a A; = {(m,c) € E | ¢ = 2} (na druhé padne dvojka) zfejmé plati A = A; U A,.
Protoze A; N As = {(2,2)}, je podle principu inkluze a exkluze

|A| = |A1 U As] = |A1| 4+ |A2| = |[A1NAg|=6+6—1=11.

Pravdépodobnost, Ze aspoii na jedné z kostek padne dvojka je tedy P(A) = % = %.

Pti hledani vhodného pohledu na véc (viz bod 1.) musime byt opatrni. Podivejme se znovu na Ptiklad 4.39.
Priklad svadi k nasledujicimu pohledu. Na hody se miZzeme divat jako na kombinace 2 z 6 s opakovanim.
Pro to, zda padne dvojka, totiz neni duleZité, jestli padne na jedné nebo druhé kostce. Dilezité je védét,
7Ze napr. padla trojka a Ctyfka, nezdleZi na tom, na které z kostek ta ¢isla padla. Tedy hod miZeme chépat
jako kombinaci 2 z 6 s opakovanim a téch je podle Véty 4.30 C(6,2) = (°t27") = (7) = 21. Mdme
tedy 21 elementdrnich jevd. Kolik z nich je pfiznivych jevu A, ktery popisuje, Ze padla aspori jedna
dvojka? Je jich 6. Skute¢né, v kombinaci, kterd do jevu patii, musi byt jeden z prvkid dvojka a ten druhy
muze byt libovolny z 1, 2, 3, 4, 5, 6. To je celkem 6 moZnosti. Hodnota pravdépodobnosti P(A) je tedy
P(A) = % = %. To je ale jiny vysledek neZ ten, ktery jsme dostali v Pfikladu 4.39! Kde je chyba
(zkuste na to prijit nejdifv sami)? Je v tom, Ze kdyZ se na elementarni jevy divdme jako na kombinace s
opakovanim, nejsou vSechny stejné pravdépodobné. Napi. kombinace, ve které jsou dvé trojky (padnou
dvé trojky) je (dvakrat) méné pravdépodobnd nez kombinace, ve které je trojka a Sestka. Vysledek ,,dvé
trojky* totiZ miZe nastat pravé jednim zplsobem: na prvni i druhé padne trojka. Vysledek ,trojka a
Sestka“ muize naproti tomu padnout dvéma zptsoby: na prvni trojka a na druhé Sestka, nebo na prvni
Sestka a na druhé trojka. Vzorec P(A) = % tedy nemiZeme pouZit.

Priklad 4.40. Jaka je pravdépodobnost, Ze pii rozdavani 4 karet z balicku 32 hracich karet dostaneme
Ctyti sedmicky? Jaka je pravdépodobnost, Ze dostaneme dva kréle a dvé esa?

V tomto pfipadé muzeme za elementdrni jevy povazovat Ctyfprvkové mnoziny karet (podmnoziny

32-prvkové mnoziny vSech karet). KaZdému rozdani totiZ odpovid4 jedna Ctyfprvkovd mnoZina karet

(na poradi nezéleZ{). Pravdépodobnost, Ze dostaneme &tyfi sedmicky je 1/ (342). Pravdépodobnost, Ze
. (4 (4 (32

dostaneme 2 krale a 2 esa je (5) (5)/ (%))

Shrnuti

Princip inkluze a exkluze je ¢asto pouZivanym kombinatorickym principem. Udava pocet prvki sjedno-
ceni nékolika mnozin pomoci po¢tu prvkt prunikd jednotlivych mnoZzin.

Pocitani pravdépodobnosti jednoduchych jevt patii mezi zdkladni aplikace kombinatorického pocitani.
Pravdépodobnost jevu je ddna podilem poctu moznosti piiznivych danému jevu ku poctu v§ech moZnosti.
Kombinatorické tivahy se uplatni pfi ur¢ovani poctu mnoznosti.

Pojmy k zapamatovani

e princip inkluze a exkluze,
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e clementarni jev, jev,
e pravdépodobnost.

Kontrolni otazky

1. Co Fikd princip inkluze a exkluze?

2. Jak se zjednodusi vzorec z principu inkluze a exkluze, jsou-li mnoZiny Ai,..., A, po dvou
disjunktni?

3. Jaky je rozdil mezi pojmy jev a elementdrni jev?

4. Co je to pravdeépodobnost jevu a jak je definovdna?

Cviceni

1. Urcete pocet pfirozenych ¢isel mezi 1 a 2000 (véetné 1 i 2000), kterd nejsou délitelnd ani 2, ani 3,
ani 5.

2. Urcete pocet pfirozenych ¢isel mezi 1 a 2000 (véetné 1 1 2000), kterd nejsou délitelnd ani 2, ani 3,
ani 5, ani 7.

3. Urcete pocet prirozenych ¢isel mezi 1 a 2000 (véetné 1 i 2000), ktera nejsou délitelnd ani 2, ani 3,
ani 5, ale jsou délitelnd 7.

4. Kolika zpisoby miZeme rozmistit 15 rdznych knih do 5 pfihradek tak, aby v kazdé prihradce byla
asponi jedna kniha, ale nejvyse 4 knihy?

5. Hazime dvéma kostkami. Mame si vsadit na Cislo, které vzejde jako soucet vysledkd na jednotli-
vych kostkdch. Na jaké Cislo vsadime?

6. Rozvedte vypocet u Piikladu 4.40.

7. Hazime ttikrat po sobé kostkou. Jaka je pravdépodobnost, Ze vysledek pfi druhém i pfi tfetim
hodu je vétsi nez vysledek pfi prvnim hodu?

8. Hazime tfikrat po sobé kostkou. Jaka je pravdépodobnost, Ze vysledek pfi druhém hodu je vétsi
nez vysledek pfi prvnim hodu a Ze vysledek pfi tfetim hodu je vétsi nez vysledek pifi druhém
hodu?

kaoly k textu
1. Vyfeste podrobné Piiklad 4.37.

2. Na zdkladé Ptikladu 4.37 dokazte nasledujici tvrzeni: Jsou-li podmnoziny A4, ..., A,, néjaké k-
prvkové mnoziny X, pak pocet prvka mnoziny X, které nepati{ ani jedné z mnozin A4, ..., A,
jek — Z@#IQ{LQ,...,n}(_1)”“—1' Nier Ail-

3. Vysvétlete podrobné chybu popsanou v odstavci na Prikladem 4.39.

1. 534.

2. 458.

3. 76.

5 1) - () + OO

5. 7.

6. Nédvod: Pocet viech &tyfprvkovych podmnoZin 32-prvkové mnoziny je (%7); existuje jedind z

4

nich, kterd obsahuje samé sedmickys; (3) (2

7. 55/216.
8. 5/54.

) z nich obsahuje 2 kréle a 2 esa.
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