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Zakladni informace

— webové stranky
— http://belohlavek.inf.upol.cz/vyuka/alm1-2018-19.html
(predmét)
— http://belohlavek.inf.upol.cz/ (pFednaiejici)
— dalf (cvitici, STAG, katedra informatiky)
— studium
— prednazky (vede ptednssejici)
— cviteni (vede a podminky urluje cvitici)
konzulta&ni hodiny (vyuZzivat)
samostanté studium (studium literatury, promysleni problémid,

praktické u potitale)
— absolvovani predmétu
— zapotet (udgli cvitici, ziskat alespoit 60% bodi za zadanych (kold: 1
pisemny test, 1 program)
— zkouska (vypsané predterminy a terminy)
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Charakteristika predmétu, doporuceni

— co je obsahem pFedmétu
— zdakladni algoritmy a datové struktury v informatice
— ndvrh, analyza a implementace

— charakter pfedmétu

vvvvvv

— jeden z nejdileZitgjSich predmétl pro informatiky

— vyZaduje schopnost kombinatorického uvaZovani

— nen{ primarn& pfedmétem o programovani, ale schopnost programovat
je pot¥ebnd k procvitovani

— neni typickym matematicky pfedmé&tem, ale presnost matematického
uvazovani je zde typicka

— souvisejici pfedméty: Paradigmata programovani 1, Zaklady
programovani 1

— rady pro studium

— chodit na p¥eddsky a cviteni (3et¥i ¢as studia, rozpoznd duleZité od
méng dulezitého)

— implementovat probirané algoritmy (programovat, > 10 hod./tyden)

— snaZit se v&ci pochopit do hloubky, neutit se zpaméti (b&hem studia se

témata v obméndach opakuji, pochopeni na zatatku studium usnadnf)
— p¥iprava na zkousku (individudlni, 2 dny je mélo, spi¥ tyden)
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Dalsi informace

— na katedfe

— moznost zapojit se do studentskych sout&Zi
— mozZnost zapojit se do vyzkumu
— moznost studentskych zahraniénich pobytl
— chyby v tomto studijnim textu
— hlaste mi prosim osobné nebo e-mailem
— bonus

1

— zkousku se znamkou "vyborné€” ziska ten, kdo prokazatelné ptispéje
origindlnim vysledkem k rozvoji oblasti algoritmi (posuzuje
predn&sejici)

— napf. novy algoritmus p¥inasejici zlepSeni oproti sou¢asnému stavu,
novy vysledek o sloZitosti algoritmu (teoreticky nebo experimentalni)
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Radim Bélohlavek (UP)

Algoritmy
zakladni avahy

Algoritmy 1



Co je to algoritmus?
Prvni pFiblizeni (“definice” ):
Algoritmus je posloupnost instrukci pro feSeni problému.

Tato “definice” je nepfesnd (tedy to vlastn& neni definice):

— Co je to problém?
— Co je to instrukce?

— Co to znamen3 ¥esit problém?
Ndzorné ale vystihuje podstatu pojmu algoritmus.

Existuje Fada podobnych “definic" pojmu algoritmus, vice & méné
rozsahlych a ptip. pfiddvajicich dalsi omezeni. Napf¥.

“an algorithm is a finite procedure, written in a fixed symbolic vocabulary,
governed by precise instructions, moving in discrete steps, 1, 2, 3, ...,
whose execution requires no insight, cleverness, intuition, intelligence, or
perspicuity, and that sooner or later comes to an end.”

—D. Berlinsky, The Advent of the Algorithm
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Tedy, co je to problém, instrukce, feSit problém?

Problém
V béZném Zivoté hovoFime napf. o nasledujicich problémech:

Problém zaparkovani auta.

Problém vypo&tu ¥eeni linedrni rovnice (tj. rovnice tvaru ax + b = 0).
Problém zjisténi, zda dané pfirozené &islo n je prvodislo.
Izraelsko-palestinsky problém.

AN A

Problém jak Zit smysluplny Zivot.
1, 2, 3 jsou p¥iklady problémi, o kterych se hovofi v definici algoritmu
uvedené d¥ive a které nas budou v dalSim zajimat. Problémy 4 a 5 ne.
Problém (nap¥. problém 1, 2 nebo 3) je popsan (zaddn, specifikovdn):

— mnozinou p¥ipustnych zadani (vstupi),

— pFifazenim (pfedpisem, zobrazenim), ktery pro kazdé pfipustné zaddni

(vstup) ¥ika, jaké je odpovidajici (tj. spradvné) ¥eSeni (vystup).

Problém se nékdy p¥imo chape jako pfitazeni, které kaZdému p¥ipustnému

vstupu p¥ifazuje odpovidajici vystup.
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Takové pojeti (problém = mnoZina p¥ipustnych vstupil a p¥ifazeni) dava
pomérné pfesné vymezeni pojmu problém, které nam zatim stadi.

P¥iklady:

1. Problém zaparkovani auta.
P¥ipustnym vstupem je popis S pocdte¢ni dopravni situace (zahrnuje
polohu auta, které je tfeba zaparkovat, popis okolni situace v&etné
mista, kam je tfeba zaparkovat).
P¥ifazeni specifikuje pro kazdy S popis spravné koncové situace T (tj.
ve které je auto spravné& zaparkovano).
(Popisy S a T mohou byt zna&n& komplikované.)

2. Problém vypoctu ¥eSeni linedrni rovnice.
P¥ipustné vstupy jsou dvojice (a, b) raciondlnich &isel a a b.
P¥ifazeni ¥ikd, Ze vystupem odpovidajicim vstupu (a, b) je
&islo ¢, pro které ac + b =0, pokud a # 0,
text “KaZzdé &islo je YeSenim"”, pokud a=0a b =0.
text “Nema ¥eSeni”, pokud a=0a b # 0.
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3. Problém zjisténi, zda dané p¥irozené &islo n je prvocislo.
P¥ipustné vstupy jsou pfirozena &isla n.
P¥itazeni ¥ika, Ze vystupem odpovidajicim vstupu n je
“Ano"”, pokud n je prvotislo,
“Ne”, pokud n neni prvocislo.

Problémy 2 a 3 jsou typické pfiklady problémi, kterymi se budeme
zabyvat. Zkraceny popis problému:

problém (ndzev problému)

vstup: popis pFipustného vstupu

vystup: popis odpovidajiciho vystupu

P¥iklad:

problém (test prvotiselnosti)

vstup: pfirozené &islo n

vystup: “Ano”, pokud n je prvodislo; “Ne”, pokud n neni prvocislo.
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Instrukce
Instrukce je jednoznaény srozumitelny pokyn jako napt.:

— Sesldpni brzdovy pedal.

— Setti &isla a a b. (aritmetickd instrukce)

Do promé&nné x uloz &islo 5. (instrukce p¥ifazeni)

Pokud je C > 0, pak zvy3 hodnotu b o 1. (podmin&nd instrukce)

PYetti &islo, které je na vstupu. (vstupn&/vystupni instrukce)

Vytiskni hodnotu prom&né x. (vstupn&/vystupni instrukce)
Pro kazdé i = 1,2,3,4,5 postupn& proved: vytiskni hodnotu i?
(instrukce cyklu; v téle cyklu je vstupn&/vystupni instrukce)

Pojem instrukce (op&t neptesné& definovany) vychazi z predstavy, Ze existuje
n&kdo, nap¥. Elové&k (nebo né&co, napt. po&itat), kdo (co) instrukcim
rozumi a je schopen je mechanicky, tj. bez dalsiho pfemysleni, vykonavat.
Tento vykonavatel instrukci je schopen vykondvat instrukce tak, jak jsou
predepsany algoritmem (tj. ve sprdvném potadi).
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ReZeni problému algoritmem — co to znamena?

Algoritmus ¥esi dany problém, pokud pro kazdy p¥ipustny vstup / daného
problému, jemuZ odpovida vystup O (tj. O je spravny vystup pro vstup /)
plati:

Vykonavani instrukci podle algoritmu se vstupem / se po ur&ité dob& (po
konetném pottu kroki) zastavi a na vystupu je O.

Tj. vykondvanim instrukci podle algoritmu se od vstupu / po kone¢ném
pottu krokii dobereme k O.

Rikame, Ze algoritmus se pro vstup / zastavi s vystupem O.

P¥itom se predpoklada, Ze vstup / je na zadatku vykondvani instrukci
zapsan na dohodnutém vstupnim zafizeni (soubor na disku, je zadédn z
klavesnice apod.) a Ze vystup se objevi na dohodnutém vystupnim zafizeni
(soubor na disku, obrazovka apod.).
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Zpét k problému vypottu Feseni rovnice ax + b =0

Posloupnost instrukci 1:
Pokud a # 0, zapi¥ na vystup &islo —b/a.
Pokud a =0 a b =0, zapi$ na vystup “Kazdé &islo je feSenim".
Pokud a =0 a b # 0, zapi$ na vystup "Nema ¥eSeni”.

Posloupnost instrukci 2:
Pokud a # 0, zapi$ na vystup &islo —b/a, jinak zapis &islo b/a.

Posloupnost instrukci 3:
Dokud a # 0, provadgj: zvys hodnotu b o 1.
Pokud a =0 a b # 0, zapi$ na vystup “"Nema ¥eSeni”.

Posloupnost 1 je algoritmus pro ¥eseni daného problému. (Velmi
jednoduchy algoritmus pro velmi jednoduchy problém. Dalsi budou
sloZit&jsi.)
Posloupnosti 2 a 3 ne (2 neddva spravné vystupy, 3 se pro n&které vstupy
nezastavi).
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Za algoritmy nelze povaZovat ani nasledujici posloupnosti:

Posloupnost 4:
Zkus odhadnout feSeni.
Vyzkousej, zda je spravné.
Pokud ano, zapi$ ho na vystup.
Pokud ne, zptesni odhad a jdi dal.

Neni to algoritmus, protoZe nenfi jasné, jak postupovat.

Posloupnost 5:
Spust na PC program Mathematica.
Vy¥e$ v ném rovnici.
Vysledek zapi$ na vystup.

Neni to algoritmus, odvoldva se na zafizeni (jeho existence a dostupnost je
Casové podmin&na), které problém vytei.
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Existuje pfesna definice pojmu algoritmus a dalSich
pojma?
Ano. Zabyva se tim informaticka disciplina zvana teorie vy&islitelnosti

(computability theory).

Poznamenejme, Ze existuji rlizné nazory na to, co pojem algoritmus pfesn&
znamena, a tedy rizné definice pojmu algoritmus. Témé&F viechny definice
Ize v8ak chdpat jako zpFesn&ni vySe uvedené nepfesné definice.

Jesté jednou. NaSe neptesnd definice, kterd ¥ika

“Algoritmus je posloupnost instrukci pro ¥eseni problému.”

neni vlastné definici. Popisuje intuitivni pfedstavu o tom, co to je
algoritmus.
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Co tekli o algoritmech

Algorithmics is more than a branch of computer science. It is the core of
computer science, and, in all fairness, can be said to be relevant to most
of science, business, and technology.

—D. Harel, Algorithmics: The Spirit of Computing, 1992

Two ideas lie gleaming on the jeweler's velvet. The first is the calculus, the
second the algorithm. The calculus and the rich body of mathematical
analysis to which it gave rise made modern science possible; but it has
been the algorithm that has made possible the modern world.

—D. Berlinski, The Advent of the Algorithm, 2000
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Co tekli o pojmu algoritmus

A person well-trained in computer science knows how to deal with
algorithms: how to construct them, manipulate them, understand them,
analyze them. This knowledge is preparation for much more than writing
good computer programs; it is a general-purpose mental tool that will be a
definite aid to understanding other subjects, whether they be chemistry,
linguistics, or music, etc. The reason for this may be understood in the
following way: It has often been said that a person does not really
understand something until after teaching it to someone else. Actually, a
person does not really understand something until after teaching it to a
computer, i.e., expressing it as an algorithm. ... An attempt to formalize
things as algorithms leads to a much deeper understanding than if we
simply try to comprehend things in the traditional way.

—D. E. Knuth, Selected Papers on Computer Science, 1996
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Donald E. Knuth

Professor Emeritus of The Art of Computer Programming

Stanford University
http://www-cs-faculty.stanford.edu/~uno/
jeden z nejvyznamnégjsich informatiki

autor nékolikasvazkového dila

“The Art of Computer Programming”

autor systému TEX
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Nékolik zasadnich fakt o algoritmech a problémech
... ke kterym se budeme v tomto pfedmétu i v dalSich pfedmétech vracet.

— Je kazdy problém ¥eSitelny algoritmem?

Ne, existuji pfirozené problémy, které nelze ¥esit Zadnym algoritmem
(algoritmicky netesitelené).

— M4 smysl ¥ikat, Ze problémy jsou lehké a tézké, Ze nékteré problémy
jsou lehéi nez jiné?

Ano, zabyva se tim teorie vycislitelnosti.

— Ma klasifikace problémii podle obtiZnosti n&jaky prakticky vyznam?
Ano, zakladni je déleni algoritmicky Fesitelnych problémi na rychle
Fesitelné a ty, pro které rychly algoritmus neni znam. Prakticky
vyznamné jsou oba typy problémd.

— Lze o algoritmech F¥ikat, Ze jeden je lepsi (efektivn&jsi) nez druhy?
Ano, zabyva se tim teorie sloZitosti a je to prakticky velmi dileZité.
Budeme se tim zabyvat i v tomto pfedmétu.
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— To vypada zajimavé, ale asi to bude niro&né nastudovat. D3 se to a

budu v8emu rozumét?
Ano, da se to. Prosly tim stovky jinych. Ne vSemu je tfeba rozumét
do nejmensich detaili. Néco je tfeba pochopit hloubgji, nékde stali

pochopit zakladni principy.
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Jak popsat (specifikovat) algoritmus?

Budeme se zabyvat zejm. algoritmy, které jsou urleny pro pot&ital (tj.
instrukce vykondva potital). Zakladni zplsoby popisu takovych algoritmi
jsou:

— P¥irozenym jazykem. To jsme uZ vidéli.
+: Snadno srozumitelné i laikiim.
—: MiZe byt nejednoznaéné. Zdlouhavé.
— Programovacim jazykem. Budeme pouZivat jazyk C (ale je mozné
pouZit jakykoli programovaci jazyk).
+: Jednoznaéné.
+: Vytvofit po&itatovy program je pak snadné (tém&F ho mame). Rozumi
tomu programatofi.
—: Obsahuje i zbyte¢né (nepodstatné) detaily. Dlouhé.
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— Pseudokédem. Pseudokdd je jazyk blizky programovacimu jazyku, ale
je uspornégjsi, protoze neobsahuje tolik podrobnosti. Budeme pouZivat
pseudokdd z knihy Cormen et al.: Introduction to Algorithms, 2nd Ed.
MIT Press, 2001.

+: Je snadno pochopitelny i pro ty, ktefi nemaji zkuSenosti s
programovanim a programovacimi jazyky. Je vytvofeny p¥imo pro
srozumitelny a dsporny popis algortmi. UmoZiiuje snadny prepis do
programovacich jazykd.

—: Snad to, Ze pfi implementaci algoritmu je tfeba ho p¥epsat do
programovaciho jazyka.

— Dalsimi (polo)formalnimi prostfedky (vyvojové diagramy, ...).
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Algoritmus s¢itani v desitkové soustavé

s¢itani p¥irozenych &isel v desitkové soustavé (zakladni skola)

1 09 3
+ 2 3 45
3 4 3 8

protoze:

postupujeme zprava (od posledni cifry) doleva
3+ 5 =8 = napiSeme 8 a prenasime 0

9 4+ 4 = 13 = napiSeme 3 a prenasime 1

1+ 0+ 3 =4 = napiSeme 4 a pfenisime 0
1+ 2 =3 = napiSeme 3 a prenasime 0

podobné
9 7 2 8 10 0 013
£ 2399, + 25, 4+ 868 2
1 2127 3 5 8 6 9 5
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PopiSme presné FeSeny problém.
problém (st&itani v desitkové soustavé):
vstup: a,_1a,-2---aiao, bp—1bs—2--- b1bo,
kde aj, b; jsou &islice z mnoziny {0,1,...,9}
vystup: c,cp—1 - €100,
(posloupnost), kterd je zdpisem v desitkové soustavé &isla A+ B, kde A a
B jsou &isla jejichz zapisy jsou posloupnosti a,—1---ag a bp—1--- by
Poznamky:
— Prvky n-prvkové posloupnosti indexujeme pomoci 0,1,...,n—1, a ne
1,2,...,n (byva to vyhodné&jsi, uvidime).

— Misto a; také piseme a[i] (tak se to pise v programovacich jazycich).
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Popis v pfirozeném jazyku

1. Je-li a[0] 4 b[0] < 10, nastav hodnoty c[0] na a[0] + b[0] a t na 0;
jinak nastav c[0] na a[0] + b[0] —10 a t na 1;

2. Je-li a[1] + b[1] + t < 10, nastav c[1] na a[l] + b[1] + t a t na O;
jinak nastav c[1] na a[l] + b[1] +t —10 a t na 1;

n. Je-li a[n — 1] + b[n — 1] + t < 10, nastav c[n — 1] na
aln—1]+b[n—1]+tatnaO;
jinak nastav c[n—1] na a[n — 1]+ b[n—1]+t—10a t na 1;

n+1. nastav ¢[n] na t.

Vidime, Ze popis v pfirozeném jazyku je téZkopadny a neptehledny.
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Jiny popis v pfirozeném jazyku

1. Nastav t na 0.
2. Pro hodnoty i od 0 do n — 1 provadé&j postupné:

Je-li a[i] + b[i] + t < 10, nastav c[i] na a[i] + b[i/] + t a t na 0;
jinak nastav c[i] na a[i] + b[/]+t—10a t na 1;

3. nastav c[n] na t.

Zatadili jsme konstrukci zvanou cyklus (“Pro hodnoty i od ..."). Stéle to
neni ono.
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Popis v pseudokdédu

Scitani-Cisel-Desitkove(a[0..n — 1], b[0..n — 1])
t«0
fori<~Oton—1
do c[i] < a[i] + b[i] + t mod 10
t < [(a[i] + b[i] + t)/10]
c[n] «t

gl w N

Poznamenejme:

— amod n je zbytek po déleni &isla a &islem n
pf.. 5mod2 =1, 12mod10 =2, ...

— |a] je nejv&tsi celé &islo, které je < a
|0.5] =0, [1.2] =1, [1.0] =1, ...
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Popis v programovaci jazyku C

int ScitaniCiselDesitkove (int *a, int *b, int *c)
{

int i,t;

t=0;

for (i = 2; i < n; i++){
c[i] (ali] + b[i] + t) % 10;
t = (ali]l + b[i]l + t) / 10;

}
c[nl=t;
return O;

Nenfi tak pfehledné (a srozumitelné) jako pseudokdd.
Radim Bélohlavek (UP) Algoritmy 1 zs

27 /79



Shrnuti

Probrali jsme:

pojem algoritmus

pojmy problém, instrukce, YeSeni problému algoritmem

p¥iklady problémi

ptiklady algoritmi

jak popsat algoritmus
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Zakladni instrukce pouzivané v algoritmech

— pfifazeni

aritmetické instrukce a vyrazy

logické instrukce a vyrazy

podminény p¥ikaz
cykly
— daldi
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pFiFazeni:
i1
j+—i+1
i <+1
IR
IR
IR
i<+ 1
IR
i< 5

w N = N = N = N =
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aritmetické instrukce a vyrazy:
+ (s¢itani), — (odgitani), x (ndsobeni), / (d&lenf),

xmod y (zbytek po dé&lenf &isla x &islem y):
bmod2=1,5mod3 =2, 6mod2=0

ptipadné dalsi
ptiklady:

1 p«7
2 g« pxp+2xp—38
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logické instrukce a vyrazy:

and (konjunkce, logické “a"),
or (disjunkce, logické “nebo™)
= (test na rovnost hodnot),

<> nebo | = (test na nerovnost hodnot),
< (porovnani dle velikosti, nap¥. &isel),

i =5 (test na rovnost hodnoty prom&nné i a hodnoty 5, vysledkem je
logickd hodnota pravda, nebo nepravda)

2 <j,2%j<>6, apod.

(i=5) and (j < 10)

(m3 hodnotu pravda, pravé kdyZ maji oba vyrazy i =5 i j < 10 hodnotu
pravda)

(i=5)or(j <10)

(m3 hodnotu pravda, pravé kdyZz m3 aspofi jeden z vyrazii i =5 a j < 10
hodnotu pravda)
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podminény pf¥ikaz:

if-then: p¥ikaz se vykond, pokud je splnéna podminka:
1 if i = 0 then print(Hodnota je 0.)

if-then-else: pokud podminka neni splnéna, vykona se pfikaz za else
1 if i =0 then print(Hodnota je 0.)
2 else print(Hodnota neni 0.)

1 if i = 0 then print(Hodnota je 0.)
else if i =1 then print(Hodnota je 1.)
3 else print(Hodnota nenf ani 0, ani 1.)

N

Odsazenim textu vyjadfujeme logickou strukturu programu:
1 if i =0 then print(Hodnota je 0.)

2 print(Jesté jednou: hodnota je 0.)

3 else print(Hodnota neni 0.)
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cyklus for:
cyklus s Fidici promé&nnou (&itatem)

1 fori<+ 0tondo
print(/)

N

for i+ 1to9do
for i+ 1to 9 do
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cyklus while-do:
vykonava se, dokud plati podminka za slovem while

i1

while i < 10 do
print(i i)
I i+1

Ao N -

nactiPole(a[0..9])

i+ 0

while (a[i] <> 0 and / < 10) do
print(/)
I+ i+1

Gl W N
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cyklus repeat-until:
vykonava se, dokud neni splnéna podminka za slovem until
(vykond se aspofii jednou)

1 i+0

2 repeat

3 [+ i+1
3 print(ixi)
4 until i =10

1 7«1

2 repeat

3 read(/)

4 if imod2 = 0 then print(Zadal jsi sudé &islo.)
5  else print(Zadal jsi liché &islo.)

6 untili =0
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Zakladni otazky o algoritmech

— Spravnost algoritmu:
Je dan problém. Skon&i navrZeny algoritmus pro kazdy pf¥ipustny
vstup problému po koneéném po&tu krokl a se spravnym vystupem?
Tj. jde viibec o algoritmus pro dany problém?
Pro kazdy navrZeny algoritmus je tfeba ovéFit (dokazat), zda je
spravny. Jinak mize hrozit vazné riziko (¥izeni sloZitych

systémi—elektrarna, ABS systém u aut, ...).
Zda je algoritmus spravny, je nékdy snadno vidét, mize to ale byt
narocné.

— SlozZitost algoritmu:
Jak dlouho trva vykondvani algoritmu (tj. jaka je jeho €asovd
sloZitost)?
Kolik paméti algoritmus pot¥ebuje (tj. jakd je jeho pam&tovd
sloZitost)?
SloZitost ndm dava informaci o tom, jak je algoritmus kvalitni a
umoziiuje ho z tohoto pohledu porovnat s jinymi algoritmy.
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— Optimalita algoritmu:

Existuje lepsi algoritmus?

Pro nékteré algoritmy lIze dokdzat, Ze lep$i neexistuji, tedy nema
smysl je hledat. (Co to ale znamena “lepsi”? Je tfeba rozebrat.)

Nyni vysvétlime intuitivné a na pf¥ikladech.
Pozdégji se k tomu vratime a vysvétlime p¥esné.
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Spravnost algoritmu — p¥iklad
Scitani-Cisel-Desitkove(a[0..n — 1], b[0..n — 1])

1 t«+0

2 fori+Oton—1

3 do ¢[i] « a[i] + b[i] + t mod 10
4 t < [(a[i] + b[i] + t)/10]

5 cn]«t

Jak dokaZeme spravnost naseho algoritmu?

V tomto ptipadé je to snadné (n&kdo by Fekl zbytetné). Pro dplnost to
dokazme (kdyZ se to na zakladi skole neudg&la, d&ti se u&i algoritmus
nazpamé&t bez pochopen).

Tvrzeni Algoritmus Scitani-Cisel-Desitkove je spravny.

Diikaz Cislo A si predstavime jako A korélki. Zapisu
a[n —1]a[n — 2] - - - a[0] &isla A v desitkové soustavé odpovida ndsledujici
uspofadani kordlkd (usporadani se snadn&ji namaluje neZ slovn& popisuje).
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Krok 1: Korédlky navlékdme na nit po 10 (nit s 10 koralky svdZeme a
fikdme ji svazek). Tak ziskdme né&kolik svazki (kazdy ma 10 kordlki) a
zbyde pravé a[0] nenavlelenych kordlki. (Udé&lejte si p¥iklad, pro A = 123
ziskdme 12 svazki a 3 kordlky zbydou). Zbylé kordlky ddme stranou.

Krok 2: Postupujeme dal tak, Ze k sob& svazujeme vzdy 10 svazki
ziskanych v pfedchozim kroku. Tak ziskame n&kolik v&tsich svazki (kaZzdy
md 100 koralkil) a zbyde pravé a[l] nesvdzanych svazki o 10 kordlcich.
(Pro A =123 ziskame 1 svazek o 100 korélcich a zbydou 2 svazky o 10
kordlcich). Zbylé svazky ddme stranou.

Postupujeme dal, aZ dojdeme do kroku n, ve kterém zbyva méné nez 10
svazkil s 10"~ korélky. Potet t&chto svazkii je pravé a[n — 1]. (Pro

A = 123 tak dojdeme do kroku 3, ve kterém zbyva 1 svazek o 100
koralcich.)

Tak si pfedstavime i &islo B.
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Svazky kordlkii a kordlky, které jsme ziskali z A kordlkii pfedstavujicich
¢islo A a B kordlkl predstavujicich &islo B ddme k sobé&. Ziskame tak
C = A+ B korélkd. Abychom ziskali uspo¥adani téchto koralkd, které
odpovidd zapisu C v desitkové soustavé, musime je spravné usporadat.

Protoze kordlky jiZ jsou uspo¥adané ve svazcich, dojdeme k poZadovanému
usporadani nasledovné.

Déme dohromady jednotlivé koralky (je jich a[0] + b[0]). Je-li jich alespoii
10, vytvofime novy svazek o 10 kordlcich. Kordlky, které nejsou v novém
svazku, ddme stranou, novy svazek ponechame. Je jasné, Ze stranou dame
a[0] + b[0] mod 10 koralkl a Ze vznikne |(a[0] 4+ b[0])/10] novych svazki
(zadny nebo jeden). To jsou pravé &isla pfitazend c[0] a t na ¥adcich 3 a 4
v kroku pro i = 0.
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V obecném kroku pro i ddme dohromady svazky s 10" koralky (je jich

a[i] + b[i] + t, kde t je potet novych svazki vytvofenych v predchozim
kroku). Je-li jich alespo# 10, vytvo¥ime novy svazek o 10+ koralcich.
Svazky o 10’ koralcich, které nejsou v novém svazku, ddme stranou, novy
svazek ponechdme. Je jasné, Ze stranou dame a[i] + b[i] + t mod 10 svazki
a Ze vznikne [(a[i] + b[i] + t)/10] novych svazk( (Zadny nebo jeden). To
jsou praveé &isla p¥itazend c[i] a t na ¥adcich 3 a 4 v kroku pro i.

Tak dojdeme aZz k i = n, kdy opustime cyklus a kdy zbyva

|(a[n — 1] + b[n — 1] + t)/10] svazkd o 10" kordlcich. To je spravnd
hodnota c[n] je to také hodnota pfitazend c[n]| na ¥adku 5.

Diikaz je hotov.

Misto

Tvrzeni Algoritmus Scitani-Cisel-Desitkove je spravny.
Diikaz ...

budeme psét jen

Diikaz spravnosti Scitani-Cisel-Desitkove . ..
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Je diukaz spravnosti nutny?

Ano. U mnoha algoritm je ale spravnost zfejma, takze diikaz odbydeme
slovy “Je zfejmy”.

Dikazem spravnosti neni, kdyz ukaZeme, Ze algoritmus spravné funguje pro
n&kolik zvolenych vstupd (nemusi totiz spravn& fungovat pro dal3i vstupy).

U jinych algoritmi je diikaz spravnosti komplikovany. Kdyz chceme
algoritmus “jen” pouzit, nemusime diikaz spravnosti ¢ist, pokud algoritmus
prevezmeme z div&ryhodného zdroje (nap¥. kniha o algoritmech).

V tomto pfedmétu se ale spravnosti algoritmi budeme zabyvat.
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Dikaz spravnosti mize mit mnoho podob

Jind podoba ditkazu spravnosti Scitani-Cisel-Desitkove (hutnd verze,
miZete pFeskotit):

Je A=S"1"1tali] 107, B =315 b[i] 107, tedy pro C = A+ B a jeho
zapis C = S 7~ c[i] * 10’ musi platit:

c[0] = (a[0] + b[0]) mod 10,
c[1] = (a[1] + b[1] + [(a[0] + b[0])/10]) mod 10,

c[n—1] = (a[n—1]+ b[n — 1] + [(a[n — 2] + b[n — 2] +
|(a[n — 3]+ b[n—3]+---)/10]))/10]) mod 10,
c[n] = |(a[n—1]+ b[n— 1]+ [(a[n — 2] + b[n —2] +---)/10]))/10]
coz jsou pravé hodnoty obdrzené nadim algoritmem.
VZdy je tfeba najit vhodny kompromis mezi stru¢nosti a srozumitelnosti.
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KdyZ navrZeny algoritmus neni spravny

Co kdyZ navrZeny algoritmus nenfi spravny? Jak to prokazu?

Musime najit p¥iklad, pro ktery algoritmus skon&i s nespravnym vystupem
(tzv. protiptiklad). Tj. najit p¥ipustny vstup /, pro ktery je spravnym
vystupem O, ale pro ktery algoritmus skon&i s vystupem O’ # O nebo
neskon¢i viibec.

Pt¥iklad (nespravny algoritmus pro hledani nejkrat3i cesty)

Je dédna sit mé&st, nékterd jsou spojena silnici, jsou ddna mésta Z (zalstek)
a K (konec). Jak najit nejkratdi cestu z Z do K7

P¥ipustnym vstupem je tedy popis sit& mést (nap¥. ve form& pouZité nize) a
dvojice mést Z a K; odpovidajicim vystupem je nejkratsi cesta ze Z do K.
Navrh algoritmu: Za¢nu v Z a jdu do nejbliz§iho mésta M, ve kterém
jsem jest& nebyl; v My postupuji stejn& (jdu do nejblizsiho m&sta Ma, ve
kterém jsem jesté& nebyl), aZ dojdu do K.

Tento algoritmus je nespravny.
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Vstup 1: Sit

{({A,B},1),({A, D},5),({B, C},2),({C, D}, 1), ({D, E}, 2)},
Z=AK=E.

({A, B}, 1) znamend, Ze mezi A a B je silnice délky 2, atd. Algoritmus
najde cestu A, B, C,D, E délky 6 (1 + 2+ 1+ 2). To je skutetné& nejkratsi
cesta.

ALE

Vstup 2: Sit

{({A B}, 1),({A, D}, 5), ({B, C},4),({C, D}, 1), {D, E}, 2)},
Z=AK=E.

Algoritmus najde cestu A, B, C, D, E délky 8 (1 +4 + 1+ 2). To nenf
nejkratsi cesta! Nejkratsi je A, D, E, ma délku 7. Tedy vstup 2 je
protipfiklad (jeden z mnoha moznych), ktery ukazuje, Ze navrzeny
algoritmus neni spravny.
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Nejvétsi spolecny délitel a Euklidiv algoritmus

problém (nejvé&tsi spole€ny délitel, greatest common divisor)
vstup: pfirozena &isla m, n
vystup: ged(m, n) (nejv&tsi spoleny dé&litel m a n)

Pozn.: gcd(m, n) je nejv&tsi pFirozené &islo, které déli m i n (se zbytem 0).
P¥.: ged(3,5) =1, ged(3,6) = 3, ged(12,18) = 6, atd.

Prvni algoritmus (naivni):
gcd-naive(m, n)

1 t+ min{m,n}

2 while mmodt # 0 or nmod t # 0
3 dot+t—1

4 returnt

Dikaz spravnosti gcd-naive(m, n): Za&ind s t = min{m, n}, coZ je &islo
> ged(m, n). Dokud t neni dé&litelem obou m i n, hodnota t se snizi o 1.
Vrdcend hodnota t tedy je ged(m, n). VZdy se zastavi, nejpozdéji pro
t =1, protoZe 1 déli kazdé m a n.
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Existuje ale lep3i algoritmus (pozd&ji vysvétlime, v &em “lepsi”).
gcd-Euclid(m, n)

1 while n#0

2 do r «< mmodn
3 m<n

4 n<r

5 return m

Jak algoritmus pracuje? Podivejme se nejd¥ive, jak pracuje pro

(m, n) = (84,24).

P¥i prvnim testu podminky na ¥. 1 je (m, n) = (84, 24), instrukce cyklu
2-4 se provedou (r < 12, nebot 12 = 84mod 24; m < 24; n + 12).
Nésleduje druhy test podminky na ¥. 1 s (m, n) = (24, 12), instrukce 2-4
se provedou (r + 0, nebot 0 = 24mod 12; m <+ 12; n + 0).

Nésleduje tteti test podminky na ¥. 1 s (m, n) = (12,0), podminka n # 0
neni splnéna, prejde se k instrukci na ¥. 5 a vystupem je 12, coz je
skute¢n& gcd(84,24).

Rozmyslete, co se stane, je-li na vstupu (m,n) a m < n,
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Algoritmus prochazi dvojice
(m, n), (n,mmod n), (mmod n,nmod (mmodn)), ...,
dokud neni vytvorena dvojice (p,0). Cislo p je pak vystupem algoritmu.

Dakaz spravnosti gcd-Euclid: Je tfeba ukdzat, Ze

1. KaZzdé dvé po sobé nasledujici dvojice v posloupnosti maji stejny ged.
2. ged(p,0) = p.

3. Algoritmus skon¢i.

Ad 1: Z¥ejmé stadi ukazat, Ze pro kazdd m, n je

ged(m, n) = ged(n, mmod n).

Pt¥ipomerime: k déli m, pravé kdyz existuje / tak, Ze m = kl. Ddle mmod n
Ize psat jako mmod n = m — qn pro vhodné p¥irozené &. q. (zkuste na
prikladech a pak zdGvodnéte).

ged(m, n) = ged(n, mmod n) dokdZeme ovéfenim, Ze spoletny délitel k
¢isel m a n je i spoleénym délitelem &isel n a mmod n a naopak, tj.
spole¢ny délitel ¢isel n a mmod n je i spole¢nym délitelem &isel m a n.
(uv&domte si, prot to staci)
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Je-li k spoleénym délitelem m a n, pak m = kly a n = kb pro néjaka h, b.
Pak tedy mmod n = m — gn = kh — gkl = k(h — gh), tj. k je d&litelem
¢isla mmod n, a je tedy spoleénym délitelem &isel n a mmod n.

Je-li k spole¢nym délitelem n a mmod n, pak n = ki a

mmod n = m — gn = kb, pro n&jakd q, I, h. Pak tedy

m = gn + kl = gkly + kl = k(gh + k), tedy k d&li m a je spole¢nym
délitelem ¢&isel m a n.

Ad 2: Plyne p¥imo z definice gcd.

Ad 3: VZdy je mmod n < n (zdivodné&te). Kdyz algoritmus za¢ne s dvojici
(m, n), kde m > n, spliiuje p¥ipadnd druhd dvojice (n, mmod n) podminku
n > mmod n. Prvni prvek druhé a kaZdé dalsi dvojice je tedy mensi nez
prvni prvek ptedchozi dvojice a druhy prvek kaZzdé dvojice je mensi nez jeji
prvni prvek. Je zfejmé, Ze takova posloupnost dvojic musi byt kone¢nd a
jeji posledni dvojice m3 tvar (k,0).

KdyZ za&ne s dvojici (m, n), kde m = n, je dal3i dvojici (n,0) a skondi.
Kdyz algoritmus za¢ne s dvojici (m, n), kde m < n, ... (dokon&ete sami).

Diikaz je hotov.
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Pro¢ je gcd-Euclid lepsi nez gcd-naive?

ProtoZze ma mensi ¢asovou sloZitost.
Co to znamenda? Uvidime v dalsim.

Zatim zkusme ru¥né spotitat gcd(84,24).

1. Jak jsme vid&li, testuje gcd-Euclid(84,24) dvojice (84,24), (24, 12),
(12,0), pak skon&i (zhruba ¥egeno po 3 krocich).

2. gcd-naive(84, 24) viak musi sniZit hodnotu t 12krat (zhruba ¥eeno tedy
skon&i az po 12 krocich).
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Slozitost algoritmu

Popisuje efektivitu algoritmu z hlediska zdroji, které pottebuje.

Casova slozitost
— Popisuje, jak je algoritmus “rychly”, tj. kolik ¢asu trva vypocet podle
algoritmu (od zahdajeni po ukon&eni).
— Tedy popisuje efektivitu algoritmu z hlediska ¢asu jakoZto
vyuzivaného zdroje.
— Touto sloZitosti se budeme zejména zabyvat.
Pamétova (prostorovd) slozitost
— Popisuje, kolik paméti po&itale je tfeba pro vypolet podle algoritmu.
— Tedy popisuje efektivitu algoritmu z hlediska paméti jakoZto
vyuZivaného zdroje.
— Touto sloZitosti se budeme zabyvat okrajové. Vice bude v predmétu
Vydislitelnost a sloZitost.
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Casova slozitost algoritmu

Projdeme tvahami, které nis dovedou ke spravnému pojmu “Casova
sloZitost algoritmu’ .

Otazka 1: Volba &asové jednotky.
Je rozumné mé¥it trvani vypoctu podle algoritmu v sekundach?

+ Je to konkrétni a kazdy tomu rozumi. Viz:
“Vypocet podle algoritmu Al pro vstup m = 3681 trval 2.15 sec.”
“Vypocet podle algoritmu gcd-Euclid pro vstupni ¢isla m = 3680,
n = 260 trval 0.013 sec.”

- Je to pf¥ilis zavislé na implementaci algoritmu (v jakém
programovacim jazyku a jak kvalitn& je naprogramovaén, kvalita
prekladace) a na rychlosti po&itale, na kterém vypo&et probéhl.
Probéhne-li vypocet, ktery na poditadi P1 trvd 15.6 sec, na pocitadi
P2, ktery je 100krat rychlejsi nez P1, pak na P2 tento vypocet trva
0.156 sec. Z tohoto pohledu maji vyse uvedené vyroky slabou
vypovidaci hodnotu, zejména pokud nam jde o porovnavani &asové
slozitosti algoritmd.
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Jak tedy vhodné& mé¥it trvani vypoltu, ktery probihd podle daného
algoritmu?

trvani vypoctu = pocet elementarnich vypocetnich krokt vykonanych
od zahdjeni do skonéeni vypoctu

Elementdrnim vypoletnim krokem je obvykle instrukce (instrukce
pseudokddu nebo instrukce programovaciho jazyka ve kterém je algoritmus
zapsan).

+ Nenf zavislé na rychlosti pocitate. Je objektivn&jsi nez vyjadfit trvani
v sekundach, zejm. jde-li o porovnani dvou algoritmi. Viz:
“Vypocet podle algoritmu Al pro vstup m = 3681 trval 158 krokd."
“Vypotet podle algoritmu gcd-Euclid pro vstupni &isla m = 84,
n = 24 trval 10 krokd.”
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- Neddva konkrétni pfedstavu, jak dlouho budeme u poéitale &ekat, nez
vypocet skon&i. Proto se v praxi informace o sloZitosti vyjad¥ené v
poltech krokil dopliiuje o informaci o skute¢ném trvani vypo&tu
véetné toho, na jakém pocitadi vypocet probihal.

Pocet el. krokl (instrukci) zavisi na tom, jaky psedokdd nebo
programovaci jazyk pouzivdme. Nap¥. instrukci pseudokédu
swap(a,b),
kterd zplsobi vyménu hodnot proménnych a a b, odpovida v jazyce C
trojice instrukci
temp = a; a = b; b = temp;.

Uvedené dv& nevyhody v8ak nejsou velké, vyhody maji vétsi vahu.

Pozn.: Pro zjednoduZeni nékdy uvaZujeme jen polet “duleZitych” (pro
algoritmus zdkladnich) instrukci, tj. t&h, které se p¥i vypoctu vykondvaji
Casto. Jde typicky o instrukce vykonavané opakované, nap¥. uvnit¥ cyklu.
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Otazka 2: Je &asova slozitost algoritmu doba trvani?
(...at uz m&fime v sekunddch nebo pottem vykonanych instrukci)

M3 nap¥. smysl Fici:
“Casov3 sloZitost algoritmu je 162 &asovych jednotek (sec, kroki).”?

Ne.

M3 smysl ¥ici “Vypodet podle algoritmu Al pro vstup m = 3681 trval 2.15
sec.”, ale pfedchozi vyrok smysl nema. Pro&?

ProtoZe pro riizné vstupy ma vypocet obvykle riizna trvani. Trvani obvykle
zavisi na tzv. velikosti vstupu (Co to je, vysvétlime pozd&ji. Pro predstavu:
Cim v&tsi jsou s¢itana &isla, tim del¥f je trvani vypottu pro jejich seltenti.).
Rozumnégjsi je tedy chapat pojem Casova sloZitost algoritmu jako funkci
(zobrazeni) T, jejiz argumenty n jsou pFirozend &isla vyjadfujici velikost
vstupu daného algoritmu a jejiz hodnotou T(n) pro n je trvani algoritmu
ve zvolenych Zasovych jednotkdch (pocet instrukci, sekundy).
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Dalf ndvrh tedy: Casova sloZitost algoritmu je funkce T : N — N, jejiz
hodnoty interpretujeme nasledovné:
T(n) je doba trvani vypottu podle daného algoritmu pro vstup velikosti n.

Je to ted jasné? M4 to smysl?
Jest& ne zcela.

Vstupi stejné velikosti (velikosti n) je obvykle velké mnoZstvi. Ktery mame
na mysli, mluvime-li o dobé& trvani pro vstup velikosti n?

Pojem &asova sloZitost musime tedy dédle upfesnit. To nas privadi ke
dvéma dalezitym pojmdm:
— Casov4 slozitost v nejhorsim ptipadé:
T(n) je nejv&tsi trvani vypottu podle algoritmu pro vstupy délky n.
— Casovi slozitost v priim&rném p¥ipads:
T(n) je primé&rné trvani vypottu podle algoritmu pro vstupy délky n.
Lze uvaZovat i €asovou sloZitost v nejlepsim pFipadé a tzv. amortizovanou

Casovou slozitost. Nebudeme se jimi zabyvat.
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Ted presn&. Je dan problém P, jeho vstupy ozna&ujeme /, algoritmus A
pro dany problém. Ozna&me:

— ta(l) ...trvdni vypoltu podle algoritmu A pro vstup / (ve vhodnych
jednotkach).

— || ... velikost vstupu /.
Nap¥. pocet cifer vstupnich &isel u problému s¢itani &isel v desitkové
soustavé; polet mést u problému hledani nejkratsi cesty mezi mésty v
siti mést; polet prvkil pole, které je tieba set¥idit (pozdgji detailng)
atd.
Obecné |/| vhodnym zplsobem vyjad¥uje “rozsdhlost” vstupu /. Mize
existovat vice p¥irozenych zpisob, jak m&Fit rozsahlost vstupu (nap¥.
u problému hledani v siti mést to miiZe byt polet mést, nebo jinak:
polet spojnic mezi mésty). Zamér: chceme, aby t4(/) p¥irozeng
zaviselo na |/| (napt. ta(l) =2« |I| + 3).
Tedy velikost vstupu je funkce | | : Vst — N (Vst je mnoZina
pFipustnych vstupi problému P).
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Definice
Casova sloZitost algoritmu A v nejhor$im p¥ipadé
je funkce T : N — N definovana takto:

T(n) = max{ta(l)|/ je vstup problému P a |I| = n}.

Casova sloZitost algoritmu A v priimérném ptipadé
je funkce T : N — N definovana takto:

T(n) = tA(Il) ot tA(Im)’

m

kde f1,..., I jsou vSechny vstupy problému P, které maji délku n.

Uvidime mnoho p¥ikladd, zejm. sloZitosti v nejhorsim p¥ipadé.
(Kterd sloZitost je dileZit&j3i?)
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Ptiklad: slozZitost algoritmu séitani v des. soustavé

Scitani-Cisel-Desitkove(a[0..n — 1], b[0..n — 1])
t«0
fori<Oton—1
do c[i] < a[i] + b[i] + t mod 10
t < [(a[i] + b[i] + t)/10]
c[n] «t

gl w N

P¥ipomeiime: vstupem / je dvojice &isel zapsanych v desitkové soustavé,
zapis kazdého z nich obsahuje n pozic.

1. Co je velikost vstupu |/, tj. |a[0..n — 1], b[0..n — 1]|7
Polozme |a[0..n — 1], b[0..n — 1]| = n.
(Mohli bychom ale vzit i |a[0..n — 1], b[0..n — 1]| = 2n, zkuste také.)

2. Co je ta(l), tj. ta(a[0..n — 1], b[0..n — 1])?
Predpokladejme, Ze za elementarni instrukce povaZujeme instrukce naseho
pseudokddu a Ze za trvani vypoltu povaZujeme poclet vykonanych
elementdrnich instrukci. B&hem vypo&tu pro vstup a[0..n — 1], b[0..n — 1]
se provede:
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1x ¥adek 1: 1 instrukce p¥itazeni,

nx ¥adky 2—4: 1 instrukce na ¥. 2 (p¥itazeni nové hodnoty proménné i), 4

instrukce na ¥. 3 (2x instrukce +, 1x mod, 1x p¥ifazeni), 5 instrukci na ¥. 4
(2x instrukce +, 1x /, 1x | |, 1x pfifazeni), celkem 10n instrukci,

1x ¥adek 5: 1 instrukce p¥irazeni.

Celkem se tedy provede 10n + 2 instrukci. Tedy

ta(l) = ta(a[0..n — 1], b[0..n — 1]) = 10n + 2.

Je zfejmé, Ze ta(l) = 10n + 2 pro kazdy vstup [ velikosti n.

(U jinych algoritmii ale miZe pro dva vstupy /1, I se stejnou velikosti byt

ta(h) # ta(lk). Pomyslete nap¥. na ged-Euclid.)

Casova slozitost v nejhoréim ptipadé je tedy T(n) = 10n + 2.
Casova slozitost v prim&rném pt¥ipadé je také T(n) = 10n + 2.

Co se zméni, pokud provedeni ¥. 3 budeme povaZovat za provedeni 1
instrukce?

Co se zméni, pokud i provedeni ¥. 4 budeme povaZovat za provedeni 1
instrukce?
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Poznamka: velikost ¢isla coby vstupu

U problému s&itani &isel v desitkové soustavé je vstup tvoren dvéma
n-ticemi &isel. Prvni je a,—1 ... ap reprezentovana v poli a[0..n — 1] (tj.
al0] = ao, ..., a[n— 1] = ap_1), druhd je b,_1 ... by reprezentovana v poli
b[0..n — 1] (tj. b[O] = by, ..., b[n— 1] = by_1). Vstupem tedy nejsou &isla
A=Y"—1a;%10"a B=Y_"_,—1b; * 10’ reprezentovan3 &isly a; a b;.
Proto jsme za velikost vstupu volili n (ale mohli bychom zvolit i 2n).

Casto se objevuje situace, kdy vstupem problému je p¥irozené &islo N.
P¥irozeny zpiisob jak méFit velikost vstupu pak je:

IN| = potet bitl pot¥ebnych pro zapis &isla N, tedy
IN| = potet mist zapisu &isla N ve dvojkové soustavé, tedy
IN| = [log2N] +1

Priklady: [1| = 1 (protoze (1); = 1), |2| =2 ((2)2 = 10), |3| =2
((3)2=11), [4| = 3 ((4)2 = 100), |5 = 3 ((5)2 = 101), ...
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Zdlvodnéni:

KaZdé &islo N je nékterym z &isel 2k—1 2k=1 41 2k —1 pro vhodné k.
To jsou pravé &isla, jejichZ binarni zapis ma k mist.

Pravé pro tato &isla plati

llogy 21 =k —1, [logy 2kt +1] =k —1, ..., |logy 2k —1] = k — 1.
(Pro N < 2571 je [logy, N| < k —1, pro N > 2Kk — 1 je [logy, N| > k —1.)
Tedy pro kazdé M € {2k=1 2k=1 1 1, ... 2k — 1} plati |logy M| + 1 = k.

Tedy specidln& i pro N plati
|logo N] + 1=k

P¥iklady k procviéent:

1. Jaky je potet mist zapisu &isla N v desitkové soustavé (obecnéji, v
soustavé o zakladu b)?

2. Oznatime-li |[N|p polet mist zapisu &isla N v soustavé o zdkladu b, jaky
je vztah mezi |N|1g a |N|2? (PouZzijte log, N = log, b - log, N.)
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Casto se vyskytujici sloZitosti

Analyza sloZitosti a odvozeni vztahu T(n) = 10n + 2 bylo v tomto p¥ipad&
velmi jednoduché. U jinych algoritmi to je obtizné&jsi, ale v principu stejné.

P¥i analyze sloZitosti algoritm(l se Casto vyskytuji nékteré funkce. Jednou z
nich je 10n + 2. Dal3imi jsou.

C ...konstanta

logy, n ... logaritmus o zdkladu b (misto log, n piseme také Ig n)

n ...linedrni (obecngji an + b)

nlogn ...logaritmicko linedrni (log-linearni)

n? ... kvadraticka

n® ... kubickd (obecngji an® + bn? + cn + d nebo polynomy vy&sich ¥adi)
2" .. .exponencidln{

n! ... faktoridl

Pro¢ jsou uvedeny v tomto potadi? Prozkoumejte jejich chovani (nap¥. jak
rychle rostou). Vratime se k tomu.
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SloZitost T(n) jako nositel dilezité informace

O tem nés informuje zprava, e T(n) = 10n + 2, pop¥. T(n) = n?, pop¥.
T(n)=2"7

Strugng ¥eteno, algoritmus se sloZitosti T(n) = 10n + 2, pop¥. T(n) = n?

je prakticky pouZitelny.
Algoritmus se sloZitosti T(n) = 2" je prakticky nepouZitelny.

Proved me ale zatim jednoduchou tvahu.

Uvaha 1 UvaZujme dva riizné algoritmy, A; a A, pro feSeni problému
(nap¥. problém setfidit n-prvkovou posloupnost &isel). P¥edpoklddejme, Ze
jejich sloZtosti jsou

T1(n) = n? a Ty(n) = 20nlog, n.

Algoritmy jsou vykondvany na poditacich C; a C,. C; je rychly, vykond
100 instrukci/sekundu, G, jen 107 instrukei/sekundu.
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Chceme vytesit pro vstup / velikosti 10,000,000 (10 milionii), tj. |/| = 10°.

S pomoci A; na po&. C; tvd vypolet
(107)2 4 _ :
ETICR = 10%sec = 166 min 40 sec = 2 hod 46 min 40 sec.

S pomoci Az na po&. G, tva vypolet

20-107 - log 107

107 ~ 465 sec = 7 min 45 sec.

S A, na 1000krat pomalej$im poditali je vypolet cca 21.5 krat rychlejsi.

Zavér: SloZitost algoritmu je skute¢né& dalezitd. ZvySenim rychlosti
potitale ji neobejdeme.
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Uvaha 2 Jak dlouho trva vypocet? (P¥iblizné) hodnoty n&kterych funkci.

n logon n nlog,n  n? n3 2" n!

10 |33 10 33 100 1000 1024 3628800

100 | 6.6 100 660 104 108 1.27-10°  9.33.10%%7
103 | 10 103 10* 10 109 1.07-10%301  4.02.102567
10% | 13 104 1.3-10° 108 10%2 1.99.103010 2.g5.1035659
10° | 17 10° 1.7-10% 1010 10®°

108 | 20 10 2-.107 10?2 108

Probiha-li vypolet na velmi rychlém poditadi, ktery provadi 1

015

operaci za

sekundu (rychly asi jako nejrychlejsi potital v soutasné dobg), jsou doby
vypotti v sekundach nasledujici (zaokrouhleno).

2

n n3

n logon n nlogyn 2" n!

10 |0 00 0 0 0 0

100 | 0 00 0 0 1.27-10®  9.33.10'42
102 |0 00 0 0 1.07 - 10280 4.02 . 102552
10* | 0 00 0 0.001 1.99-10%99% 2.85.1035644
10° | 0 0 0 107° 1

106 | 0 00 0.001 1000
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Je to pro algoritmy se slozitosti 2" a n! tak hrozné?

Jak dlouho je nap¥. 2.85 - 103044 sec? (trvani pro n = 10% p¥i slozitosti n!)
Rok ma priimérné 31,556,926 sekund. Je to tedy
2.85 - 1035044 /31556926 = 9 - 1039630 |et!

Doba existence planety Zem& 4.54 - 10° let. Tedy vypotet je cca
2 - 103%027krat deléi ne? doba existence naéi planety!

Vysledku vypoltu se nikdy nedo¢kdame!
Co prvni vyznamné (nenulové) trvani pro sloZitosti 2" a n!?

Pro n =100 a T(n) = 2" je doba vypottu 4 - 107 let, tj. 40 miliéni let
(p¥ed 65 mil. lety vyhynuli dinosauti).

Ani v tomto pFipadé se vysledku nikdy nedotkdme.
Tomuto jevu se ¥ikd “curse of exponential complexity” (prokleti
exponencialni sloZitosti, R. Bellman pouZil podobny pojem “curse of

dimensionality”).
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Pocitace vcera, dnes a zitra

VCERA — prvni potitat:

ENIAC (Electronic Numerical Integrator And Computer)
1946

prvni obecné programovatelny pot&ita¢ vypoletné ekvivalentni tzv.
Turingovu stroji (obecn& programovatelny)

Univ. Pennsylvania, USA (US Army projekt, $6 mil. v dne3ni hodnotg)
27 tun, plocha 63 m?, p¥ikon 150kW

— 380 operaci nasobeni za sekundu
A ——

i
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DNES - nejrychlejsi pocitat na svété
Jak se mé&Fi rychlost?
— v jednotkdch FLOPS (FLoating point Operations Per Second, t;j.
polet operaci s plovouci ¥adovou &arkou za sekundu)
— mé&¥i se specidlnim testem zahrnujicim vypocet tzv. LU rozkladu velké
matice
— TF TFLOPS (teraFLOPS) = 102 FLOPS, PFLOPS (petaFLOPS) =
10%® FLOPS, EFLOPS (exaFLOPS) = 10'® FLOPS
— od r. 1993 existuje seznam TOP500 (aktualizovan 2x ro€ng, pfi Int.
Supercomputing Conference a ACM/IEEE Supercomputing
Conference)
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nejrychlejsi pocital (&erven 2017):
Sunway TaihuLight, National Supercomputing Center, Wuxi (Cina), 93
PFLOPS
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ZITRA - Mooriiv zakon

G. E. Moore, *1929, spoluzakladatel Intelu

zdkon popisujici trend ve vyvoji hardware:

“pocet soulasti integrovanych obvodi se
zdvojjndsobi kaZzdé dva roky";

plati p¥iblizn& i pro rychlost po&itatii, pamét apod.

Tedy: Parametry hardware se zlep3uji velmi rychle.
Pozor na predpovédi. Ukazuji nase permanentni podcefiovani vyvoje.

“It would appear that we have reached the limits of what it’s possible to
achieve with computer technology, although one should be careful with
such statements, as they tend to sound pretty silly in five years.”
—John von Neumann, 1949
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“l think there is a world market for maybe five computers.”

—Thomas J Watson, President of IBM, 1943

“Computers in the future will weigh no more than 1.5 tons.”

—Popular Mechanics, 1949

“l have travelled the length and breadth of this country and talked with
the best people, and | can assure you that data processing is a fad that
won't last out the year.”

—Editor in charge of business books, Prentice Hall, 1957
“Transmission of documents via telephone wires is possible in principle,
but the apparatus required is so expensive that it will never become a
practical proposition.”

—Dennis Gabor, 1962 (lauredt Nobelovy ceny za holografii)

“There is no reason for any individual to have a computer in his home.”
—Ken Olsen, co-founder of Digital Equipment Corporation, 1977

“640kB should be enough for anyone.”
—Bill Gates, 1981
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Scientists from the RAND Corporation bave creared this model to illustrate bow a “bome computer” could look like in the
year 2004, However the needed technologs will wot be economically feasible for the average bome. Also the seientists veadily
admit that the computer will require not yet invented technology 1o actually work, but 50 years from new scientific progress is
expected 10 solve these problems. With teletspe interface and tbe Fortran language, the computer will be easy ro use.
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Cviceni Udaje v Fadcich udavaji ¢as t, ktery mame k dispozici. Funkce
f(n) ve sloupcich udavaji dobu vypottu v milisekundach potfebnou pro
zpracovani vstupu o velikosti n. Do kaZdého politka (daného ¢asem t a
funkci f(n)) dopliite Gdaj, ktery udavd maximalini velikost n vstupu, ktery
je moZné zpracovat v &ase t pFi dob& vypo&tu dané f(n).

Nap¥. pro t =1 sec a f(n) = n je maximalni velikost vstupu 1000, protoZe
takovy vyposet trvd f(1000) = 1000 msec = 1 sec.

¢as

log, n

n

nlogyn | n®> | n3 |27 | n

1 sec

1000

1 min

1 hod

1 den

1 més.

1 rok

1 stoleti
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Uvaha 3 Pomiize technologicky pokrok?

Jak se zv&tdi velikost vstupu, ktery jsme za danou dobu (kterou miZzeme
Cekat) schopni algoritmem zpracovat, zvy3uje-li se rychlost po&itali
kazdym rokem dvojnasobng&?

Ze se rychlost potitati zvysuje kazdym rokem dvojndsobné (to odpovida
Mooreovu zdkonu), znamena, Ze Cas pottebny k provedeni jedné instrukce
v roce r + 1 je 2krat mensi neZ v roce r (jinymi slovy, za danou &asovou
jednotku potitat vykond v roce r + 1 je 2krat vice instrukci nez v roce r).

Oznatme

tmax - - - doba, kterou miZeme &ekat (napf. 5 min, 2 hod, 10 ms)
Nmax(r) ... max. velikost vstupu, ktery jsme schopni zpracovat (v roce r)
f(n) ...&%asova sloZitost algoritmu (po&et instrukci).

Jak velky vstup jsme schopni zpracovat v roce r + 1, tj. jaky je nmax(r)?
UvaZme pro f(n) = n (linedrni) a f(n) = 2" (exponencialni).

Doba vypoctu pro vstup velikosti n je f(n) - c,, kde ¢, je &as pot¥ebny k
provedeni jedné instrukce v roce r.
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f(n) = n: Nypax(r + 1) = 2npax(r), tedy po roce budeme schopni
zpracovat dvakrat v&tsi vstup (“dvakrat vice dat”).

Pro€? nmax(r) je nejv&tsi n, pro které n- ¢, < typax. Hleddme npax(r + 1),
tj. nejv&tsi n, pro které n-c,11 < tmax, tedy (protoZze ¢, 41 = %c,) pro které
n- %c, < tmax. Je jasné, Ze tim je 2nmax(r), tj. Mmax(r + 1) = 2nmax(r).
Snadno také vidime, Ze Npax(r + k) = 25nmax(r), tj. po k letech se
velikost zpracovatelného vstupu zvysi 2¥krat.

f(n) = 2" npax(r + 1) = Nmax(r) + 1, tedy po roce budeme schopni
zpracovat jen o jednotku velikosti vétsi vstup.

Pro? Stejnou tvahou dojdeme k tomu, Ze nyax(r + 1) je nejv&tsi n, pro
které je 2" . %c, < tmax, @ tim je npax(r) + 1.

Snadno také vidime, Ze nyax(r + k) = nmax(r) + k, tj. po k letech se
velikost zpracovatelného vstupu zvysi o k, kazdy rok jsme schopni
zpracovat data vétsi jen o jednu polozku!

= U algoritmi s exponencidlni sloZitosti technologicky pokrok nepomiize.
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Cviceni (pfedchozi dvaha obecngji) Jak se zv&tsi velikost vstupu, ktery
jsme za danou dobu t,,x schopni algoritmem zpracovat, zvétsi-li se
rychlost poditalii za obdobi od roku r do roku r’ d-ndsobn&?

V roce r je nejvétsi velikost zpracovatelného vstupu npax(r), coz je tedy
nejv&tsi n, pro které f(n) - ¢, < tmax. Déle je ¢,41 = % - Cr.
Nmax(r') je nejvétsi n, pro které f(n) - ¢, < tmax, tj. f(n) - % ¢ < tmax.

P¥edpoklddejme pro jednoduchost, Ze f(nmax(r)) - ¢r = tmax a Ze f md
inverzni funkci 1.

Pak nmax(r') je nejvétsi n, pro které f(n) < d - f(nmax(r)), tedy

n < F1(d - f(nmax(r))).

Pro f(n) = 2"
n <lg(d - 2mx(N) = g d + nyax(r), tj. Mmax(r') = |1g d + Nmax(r)].
Pro f(n) = nP:

n < &/d npax(r)P = ¥d - nax(r), 4. Mmax(r') = [Vd - nmax(r)].
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P¥edpokladejme opé&t f(Nmax(r)) - ¢r = tmax. Dopliite hodnoty nyax(r’) do
nasledujici tabulky.

d logon | n| nlogyn| n? | nd |27 | n!
1
2
4
10
100
1000
10°
10°
2P
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