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Základńı informace

– webové stránky
– http://belohlavek.inf.upol.cz/vyuka/alm1-2018-19.html

(p̌redmět)
– http://belohlavek.inf.upol.cz/ (p̌rednášej́ıćı)
– daľśı (cvič́ıćı, STAG, katedra informatiky)

– studium
– p̌rednášky (vede p̌rednášej́ıćı)
– cvičeńı (vede a podḿınky určuje cvič́ıćı)
– konzultačńı hodiny (využ́ıvat)
– samostanté studium (studium literatury, promýšleńı problémů,

praktické u poč́ıtače)

– absolvováńı p̌redmětu
– zápočet (uděĺı cvič́ıćı, źıskat alespoň 60% bodů za zadaných úkol̊u: 1

ṕısemný test, 1 program)
– zkouška (vypsané p̌redterḿıny a terḿıny)
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Charakteristika p̌redmětu, doporučeńı

– co je obsahem p̌redmětu
– základńı algoritmy a datové struktury v informatice
– návrh, analýza a implementace

– charakter p̌redmětu
– jeden z nejdůležitěǰśıch p̌redmět̊u pro informatiky
– vyžaduje schopnost kombinatorického uvažováńı
– neńı primárně p̌redmětem o programováńı, ale schopnost programovat

je poťrebná k procvičováńı
– neńı typickým matematický p̌redmětem, ale p̌resnost matematického

uvažováńı je zde typická
– souvisej́ıćı p̌redměty: Paradigmata programováńı 1, Základy

programováńı 1

– rady pro studium
– chodit na p̌redášky a cvičeńı (šeťŕı čas studia, rozpozná důležité od

méně důležitého)
– implementovat prob́ırané algoritmy (programovat, > 10 hod./týden)
– snažit se věci pochopit do hloubky, neučit se zpaměti (během studia se

témata v obměnách opakuj́ı, pochopeńı na začátku studium usnadńı)
– p̌ŕıprava na zkoušku (individuálńı, 2 dny je málo, sṕı̌s týden)

Radim Bělohlávek (UP) Algoritmy 1 ZS 3 / 79



Daľśı informace

– na kateďre
– možnost zapojit se do studentských soutěž́ı
– možnost zapojit se do výzkumu
– možnost studentských zahraničńıch pobyt̊u

– chyby v tomto studijńım textu
– hlaste mi prośım osobně nebo e-mailem

– bonus
– zkoušku se známkou ”výborně”źıská ten, kdo prokazatelně p̌rispěje

originálńım výsledkem k rozvoji oblasti algoritmů (posuzuje
p̌rednášej́ıćı)

– nap̌r. nový algoritmus p̌rinášej́ıćı zlepšeńı oproti současnému stavu,
nový výsledek o složitosti algoritmu (teoretický nebo experimentálńı)
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Algoritmy
základńı úvahy
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Co je to algoritmus?

Prvńı p̌ribĺıžeńı (“definice”):
Algoritmus je posloupnost instrukćı pro řešeńı problému.

Tato “definice” je nep̌resná (tedy to vlastně neńı definice):

– Co je to problém?

– Co je to instrukce?

– Co to znamená řešit problém?

Názorně ale vystihuje podstatu pojmu algoritmus.

Existuje řada podobných “definic” pojmu algoritmus, v́ıce či méně
rozsáhlých a p̌ŕıp. p̌ridávaj́ıćıch daľśı omezeńı. Nap̌r.

“an algorithm is a finite procedure, written in a fixed symbolic vocabulary,
governed by precise instructions, moving in discrete steps, 1, 2, 3, . . . ,
whose execution requires no insight, cleverness, intuition, intelligence, or
perspicuity, and that sooner or later comes to an end.”
–D. Berlinsky, The Advent of the Algorithm
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Tedy, co je to problém, instrukce, řešit problém?

Problém
V běžném životě hovǒŕıme nap̌r. o následuj́ıćıch problémech:

1. Problém zaparkováńı auta.

2. Problém výpočtu řešeńı lineárńı rovnice (tj. rovnice tvaru ax + b = 0).

3. Problém zjǐstěńı, zda dané p̌rirozené č́ıslo n je prvoč́ıslo.

4. Izraelsko-palestinský problém.

5. Problém jak ž́ıt smysluplný život.

1, 2, 3 jsou p̌ŕıklady problémů, o kterých se hovǒŕı v definici algoritmu
uvedené ďŕıve a které nás budou v daľśım zaj́ımat. Problémy 4 a 5 ne.

Problém (nap̌r. problém 1, 2 nebo 3) je popsán (zadán, specifikován):

– množinou p̌ŕıpustných zadáńı (vstupů),

– p̌rǐrazeńım (p̌redpisem, zobrazeńım), který pro každé p̌ŕıpustné zadáńı
(vstup) ř́ıká, jaké je odpov́ıdaj́ıćı (tj. správné) řešeńı (výstup).

Problém se někdy p̌ŕımo chápe jako p̌rǐrazeńı, které každému p̌ŕıpustnému
vstupu p̌rǐrazuje odpov́ıdaj́ıćı výstup.
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Takové pojet́ı (problém = množina p̌ŕıpustných vstupů a p̌rǐrazeńı) dává
poměrně p̌resné vymezeńı pojmu problém, které nám zat́ım stač́ı.

Př́ıklady:

1. Problém zaparkováńı auta.
Př́ıpustným vstupem je popis S počátečńı dopravńı situace (zahrnuje
polohu auta, které je ťreba zaparkovat, popis okolńı situace včetně
ḿısta, kam je ťreba zaparkovat).
Přǐrazeńı specifikuje pro každý S popis správné koncové situace T (tj.
ve které je auto správně zaparkováno).
(Popisy S a T mohou být značně komplikované.)

2. Problém výpočtu řešeńı lineárńı rovnice.
Př́ıpustné vstupy jsou dvojice 〈a, b〉 racionálńıch č́ısel a a b.
Přǐrazeńı ř́ıká, že výstupem odpov́ıdaj́ıćım vstupu 〈a, b〉 je

č́ıslo c , pro které ac + b = 0, pokud a 6= 0,
text “Každé č́ıslo je řešeńım”, pokud a = 0 a b = 0.
text “Nemá řešeńı”, pokud a = 0 a b 6= 0.
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3. Problém zjǐstěńı, zda dané p̌rirozené č́ıslo n je prvoč́ıslo.
Př́ıpustné vstupy jsou p̌rirozená č́ısla n.
Přǐrazeńı ř́ıká, že výstupem odpov́ıdaj́ıćım vstupu n je

“Ano”, pokud n je prvoč́ıslo,
“Ne”, pokud n neńı prvoč́ıslo.

Problémy 2 a 3 jsou typické p̌ŕıklady problémů, kterými se budeme
zabývat. Zkrácený popis problému:

problém (název problému)
vstup: popis p̌ŕıpustného vstupu
výstup: popis odpov́ıdaj́ıćıho výstupu

Př́ıklad:

problém (test prvoč́ıselnosti)
vstup: p̌rirozené č́ıslo n
výstup: “Ano”, pokud n je prvoč́ıslo; “Ne”, pokud n neńı prvoč́ıslo.
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Instrukce
Instrukce je jednoznačný srozumitelný pokyn jako nap̌r.:

– Sešlápni brzdový pedál.

– Sečti č́ısla a a b. (aritmetická instrukce)

– Do proměnné x ulož č́ıslo 5. (instrukce p̌rǐrazeńı)

– Pokud je C > 0, pak zvyš hodnotu b o 1. (podḿıněná instrukce)

– Přečti č́ıslo, které je na vstupu. (vstupně/výstupńı instrukce)

– Vytiskni hodnotu proměné x . (vstupně/výstupńı instrukce)

– Pro každé i = 1, 2, 3, 4, 5 postupně proved’: vytiskni hodnotu i2

(instrukce cyklu; v těle cyklu je vstupně/výstupńı instrukce)

Pojem instrukce (opět nep̌resně definovaný) vycháźı z p̌redstavy, že existuje
někdo, nap̌r. člověk (nebo něco, nap̌r. poč́ıtač), kdo (co) instrukćım
rozuḿı a je schopen je mechanicky, tj. bez daľśıho p̌remýšleńı, vykonávat.
Tento vykonavatel instrukćı je schopen vykonávat instrukce tak, jak jsou
p̌redepsány algoritmem (tj. ve správném pǒrad́ı).
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Řešeńı problému algoritmem — co to znamená?
Algoritmus řeš́ı daný problém, pokud pro každý p̌ŕıpustný vstup I daného
problému, jemuž odpov́ıdá výstup O (tj. O je správný výstup pro vstup I )
plat́ı:
Vykonáváńı instrukćı podle algoritmu se vstupem I se po určité době (po
konečném počtu krok̊u) zastav́ı a na výstupu je O.

Tj. vykonáváńım instrukćı podle algoritmu se od vstupu I po konečném
počtu krok̊u dobereme k O.

Ř́ıkáme, že algoritmus se pro vstup I zastav́ı s výstupem O.

Přitom se p̌redpokládá, že vstup I je na začátku vykonáváńı instrukćı
zapsán na dohodnutém vstupńım zǎŕızeńı (soubor na disku, je zadán z
klávesnice apod.) a že výstup se objev́ı na dohodnutém výstupńım zǎŕızeńı
(soubor na disku, obrazovka apod.).
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Zpět k problému výpočtu řešeńı rovnice ax + b = 0

Posloupnost instrukćı 1:
Pokud a 6= 0, zapǐs na výstup č́ıslo −b/a.
Pokud a = 0 a b = 0, zapǐs na výstup “Každé č́ıslo je řešeńım”.
Pokud a = 0 a b 6= 0, zapǐs na výstup “Nemá řešeńı”.

Posloupnost instrukćı 2:
Pokud a 6= 0, zapǐs na výstup č́ıslo −b/a, jinak zapǐs č́ıslo b/a.

Posloupnost instrukćı 3:
Dokud a 6= 0, prováděj: zvyš hodnotu b o 1.
Pokud a = 0 a b 6= 0, zapǐs na výstup “Nemá řešeńı”.

Posloupnost 1 je algoritmus pro řešeńı daného problému. (Velmi
jednoduchý algoritmus pro velmi jednoduchý problém. Daľśı budou
složitěǰśı.)
Posloupnosti 2 a 3 ne (2 nedává správné výstupy, 3 se pro některé vstupy
nezastav́ı).
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Za algoritmy nelze považovat ani následuj́ıćı posloupnosti:

Posloupnost 4:
Zkus odhadnout řešeńı.
Vyzkoušej, zda je správné.
Pokud ano, zapǐs ho na výstup.
Pokud ne, zp̌resni odhad a jdi dál.

Neńı to algoritmus, protože neńı jasné, jak postupovat.

Posloupnost 5:
Spust’ na PC program Mathematica.
Vy̌reš v něm rovnici.
Výsledek zapǐs na výstup.

Neńı to algoritmus, odvolává se na zǎŕızeńı (jeho existence a dostupnost je
časově podḿıněna), které problém vy̌reš́ı.
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Existuje p̌resná definice pojmu algoritmus a daľśıch
pojmů?

Ano. Zabývá se t́ım informatická discipĺına zvaná teorie vyč́ıslitelnosti
(computability theory).

Poznamenejme, že existuj́ı r̊uzné názory na to, co pojem algoritmus p̌resně
znamená, a tedy r̊uzné definice pojmu algoritmus. Témě̌r všechny definice
lze však chápat jako zp̌resněńı výše uvedené nep̌resné definice.

Ještě jednou. Naše nep̌resná definice, která ř́ıká

“Algoritmus je posloupnost instrukćı pro řešeńı problému.”

neńı vlastně definićı. Popisuje intuitivńı p̌redstavu o tom, co to je
algoritmus.
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Co řekli o algoritmech

Algorithmics is more than a branch of computer science. It is the core of
computer science, and, in all fairness, can be said to be relevant to most
of science, business, and technology.
—D. Harel, Algorithmics: The Spirit of Computing, 1992

Two ideas lie gleaming on the jeweler’s velvet. The first is the calculus, the
second the algorithm. The calculus and the rich body of mathematical
analysis to which it gave rise made modern science possible; but it has
been the algorithm that has made possible the modern world.
—D. Berlinski, The Advent of the Algorithm, 2000
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Co řekli o pojmu algoritmus

A person well-trained in computer science knows how to deal with
algorithms: how to construct them, manipulate them, understand them,
analyze them. This knowledge is preparation for much more than writing
good computer programs; it is a general-purpose mental tool that will be a
definite aid to understanding other subjects, whether they be chemistry,
linguistics, or music, etc. The reason for this may be understood in the
following way: It has often been said that a person does not really
understand something until after teaching it to someone else. Actually, a
person does not really understand something until after teaching it to a
computer, i.e., expressing it as an algorithm. . . . An attempt to formalize
things as algorithms leads to a much deeper understanding than if we
simply try to comprehend things in the traditional way.
—D. E. Knuth, Selected Papers on Computer Science, 1996
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Donald E. Knuth

Professor Emeritus of The Art of Computer Programming
Stanford University
http://www-cs-faculty.stanford.edu/~uno/

jeden z nejvýznamněǰśıch informatik̊u
autor několikasvazkového d́ıla
“The Art of Computer Programming”
autor systému TEX
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Několik zásadńıch fakt o algoritmech a problémech

... ke kterým se budeme v tomto p̌redmětu i v daľśıch p̌redmětech vracet.

– Je každý problém řešitelný algoritmem?
Ne, existuj́ı p̌rirozené problémy, které nelze řešit žádným algoritmem
(algoritmicky něrešitelené).

– Má smysl ř́ıkat, že problémy jsou lehké a těžké, že některé problémy
jsou lehč́ı než jiné?
Ano, zabývá se t́ım teorie vyč́ıslitelnosti.

– Má klasifikace problémů podle obt́ıžnosti nějaký praktický význam?
Ano, základńı je děleńı algoritmicky řešitelných problémů na rychle
řešitelné a ty, pro které rychlý algoritmus neńı znám. Prakticky
významné jsou oba typy problémů.

– Lze o algoritmech ř́ıkat, že jeden je lepš́ı (efektivněǰśı) než druhý?
Ano, zabývá se t́ım teorie složitosti a je to prakticky velmi důležité.
Budeme se t́ım zabývat i v tomto p̌redmětu.
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– To vypadá zaj́ımavě, ale asi to bude náročné nastudovat. Dá se to a
budu všemu rozumět?
Ano, dá se to. Prošly t́ım stovky jiných. Ne všemu je ťreba rozumět
do nejmenš́ıch detail̊u. Něco je ťreba pochopit hlouběji, někde stač́ı
pochopit základńı principy.
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Jak popsat (specifikovat) algoritmus?

Budeme se zabývat zejm. algoritmy, které jsou určeny pro poč́ıtač (tj.
instrukce vykonává poč́ıtač). Základńı způsoby popisu takových algoritmů
jsou:

– Přirozeným jazykem. To jsme už viděli.
+: Snadno srozumitelné i laik̊um.
−: Může být nejednoznačné. Zdlouhavé.

– Programovaćım jazykem. Budeme použ́ıvat jazyk C (ale je možné
použ́ıt jakýkoli programovaćı jazyk).

+: Jednoznačné.
+: Vytvǒrit poč́ıtačový program je pak snadné (témě̌r ho máme). Rozuḿı

tomu programátǒri.
−: Obsahuje i zbytečné (nepodstatné) detaily. Dlouhé.
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– Pseudokódem. Pseudokód je jazyk bĺızký programovaćımu jazyku, ale
je úsporněǰśı, protože neobsahuje tolik podrobnost́ı. Budeme použ́ıvat
pseudokód z knihy Cormen et al.: Introduction to Algorithms, 2nd Ed.
MIT Press, 2001.

+: Je snadno pochopitelný i pro ty, ktěŕı nemaj́ı zkušenosti s
programováńım a programovaćımi jazyky. Je vytvǒrený p̌ŕımo pro
srozumitelný a úsporný popis algortmů. Umožňuje snadný p̌repis do
programovaćıch jazyk̊u.

−: Snad to, že p̌ri implementaci algoritmu je ťreba ho p̌repsat do
programovaćıho jazyka.

– Daľśımi (polo)formálńımi prosťredky (vývojové diagramy, . . . ).
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Algoritmus sč́ıtáńı v deśıtkové soustavě

sč́ıtáńı p̌rirozených č́ısel v deśıtkové soustavě (základńı škola)

1 0 9 3
+ 2 3 4 5

3 4 3 8

protože:
postupujeme zprava (od posledńı cifry) doleva
3 + 5 = 8 ⇒ naṕı̌seme 8 a p̌renáš́ıme 0
9 + 4 = 13 ⇒ naṕı̌seme 3 a p̌renáš́ıme 1
1 + 0 + 3 = 4 ⇒ naṕı̌seme 4 a p̌renáš́ıme 0
1 + 2 = 3 ⇒ naṕı̌seme 3 a p̌renáš́ıme 0

podobně

9 7 2 8
+ 2 3 9 9

1 2 1 2 7
,

1 0
+ 2 5

3 5
,

0 0 1 3
+ 8 6 8 2

8 6 9 5
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Popǐsme p̌resně řešený problém.

problém (sč́ıtáńı v deśıtkové soustavě):
vstup: an−1an−2 · · · a1a0, bn−1bn−2 · · · b1b0,
kde ai , bi jsou č́ıslice z množiny {0, 1, . . . , 9}
výstup: cncn−1 · · · c1c0,
(posloupnost), která je zápisem v deśıtkové soustavě č́ısla A + B, kde A a
B jsou č́ısla jejichž zápisy jsou posloupnosti an−1 · · · a0 a bn−1 · · · b0

Poznámky:

– Prvky n-prvkové posloupnosti indexujeme pomoćı 0, 1, . . . , n − 1, a ne
1, 2, . . . , n (bývá to výhodněǰśı, uvid́ıme).

– Mı́sto ai také ṕı̌seme a[i ] (tak se to ṕı̌se v programovaćıch jazyćıch).
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Popis v p̌rirozeném jazyku

1. Je-li a[0] + b[0] < 10, nastav hodnoty c[0] na a[0] + b[0] a t na 0;
jinak nastav c[0] na a[0] + b[0]− 10 a t na 1;

2. Je-li a[1] + b[1] + t < 10, nastav c[1] na a[1] + b[1] + t a t na 0;
jinak nastav c[1] na a[1] + b[1] + t − 10 a t na 1;

. . .

n. Je-li a[n − 1] + b[n − 1] + t < 10, nastav c[n − 1] na
a[n − 1] + b[n − 1] + t a t na 0;
jinak nastav c[n − 1] na a[n − 1] + b[n − 1] + t − 10 a t na 1;

n+1. nastav c[n] na t.

Vid́ıme, že popis v p̌rirozeném jazyku je těžkopádný a nep̌rehledný.
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Jiný popis v p̌rirozeném jazyku

1. Nastav t na 0.

2. Pro hodnoty i od 0 do n − 1 prováděj postupně:

Je-li a[i ] + b[i ] + t < 10, nastav c[i ] na a[i ] + b[i ] + t a t na 0;
jinak nastav c[i ] na a[i ] + b[i ] + t − 10 a t na 1;

3. nastav c[n] na t.

Zǎradili jsme konstrukci zvanou cyklus (“Pro hodnoty i od . . . ”). Stále to
neńı ono.

Radim Bělohlávek (UP) Algoritmy 1 ZS 25 / 79



Popis v pseudokódu

Scitani-Cisel-Desitkove(a[0..n − 1], b[0..n − 1])
1 t ← 0
2 for i ← 0 to n − 1
3 do c[i ]← a[i ] + b[i ] + t mod 10
4 t ← b(a[i ] + b[i ] + t)/10c
5 c[n]← t

Poznamenejme:

– amod n je zbytek po děleńı č́ısla a č́ıslem n
p̌r.: 5 mod 2 = 1, 12 mod 10 = 2, . . .

– bac je nejvěťśı celé č́ıslo, které je ≤ a
b0.5c = 0, b1.2c = 1, b1.0c = 1, . . .
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Popis v programovaćı jazyku C

int ScitaniCiselDesitkove (int *a, int *b, int *c)

{

int i,t;

t=0;

for (i = 2; i < n; i++){

c[i] = (a[i] + b[i] + t) % 10;

t = (a[i] + b[i] + t) / 10;

}

c[n]=t;

return 0;

}

Neńı tak p̌rehledné (a srozumitelné) jako pseudokód.
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Shrnut́ı

Probrali jsme:

– pojem algoritmus

– pojmy problém, instrukce, řešeńı problému algoritmem

– p̌ŕıklady problémů

– p̌ŕıklady algoritmů

– jak popsat algoritmus
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Základńı instrukce použ́ıvané v algoritmech

– p̌rǐrazeńı

– aritmetické instrukce a výrazy

– logické instrukce a výrazy

– podḿıněný p̌ŕıkaz

– cykly

– daľśı
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p̌rǐrazeńı:

1 i ← 1
2 j ← i + 1

1 i ← 1
2 i ← i ∗ i

1 i ← 1
2 i ← i ∗ i

1 i ← 1
2 i ← i ∗ i
3 i ← 5
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aritmetické instrukce a výrazy:

+ (sč́ıtáńı), − (odč́ıtáńı), ∗ (násobeńı), / (děleńı),

x mod y (zbytek po děleńı č́ısla x č́ıslem y):
5mod 2 = 1, 5mod 3 = 2, 6mod 2 = 0

p̌ŕıpadně daľśı

p̌ŕıklady:

1 p ← 7
2 q ← p ∗ p + 2 ∗ p − 8
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logické instrukce a výrazy:

and (konjunkce, logické “a”),
or (disjunkce, logické “nebo”)

= (test na rovnost hodnot),
<> nebo ! = (test na nerovnost hodnot),
< (porovnáńı dle velikosti, nap̌r. č́ısel),

i = 5 (test na rovnost hodnoty proměnné i a hodnoty 5, výsledkem je
logická hodnota pravda, nebo nepravda)

2 < j , 2 ∗ j <> 6, apod.

(i = 5) and (j < 10)
(má hodnotu pravda, právě když maj́ı oba výrazy i = 5 i j < 10 hodnotu
pravda)

(i = 5) or (j < 10)
(má hodnotu pravda, právě když má aspoň jeden z výraz̊u i = 5 a j < 10
hodnotu pravda)
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podḿıněný p̌ŕıkaz:

if-then: p̌ŕıkaz se vykoná, pokud je splněna podḿınka:
1 if i = 0 then print(Hodnota je 0.)

if-then-else: pokud podḿınka neńı splněna, vykoná se p̌ŕıkaz za else
1 if i = 0 then print(Hodnota je 0.)
2 else print(Hodnota neńı 0.)

1 if i = 0 then print(Hodnota je 0.)
2 else if i = 1 then print(Hodnota je 1.)
3 else print(Hodnota neńı ani 0, ani 1.)

Odsazeńım textu vyjaďrujeme logickou strukturu programu:
1 if i = 0 then print(Hodnota je 0.)
2 print(Ještě jednou: hodnota je 0.)
3 else print(Hodnota neńı 0.)
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cyklus for:
cyklus s ř́ıdićı proměnnou (č́ıtačem)

1 for i ← 0 to n do
2 print(i)

1 for i ← 1 to 9 do
2 for i ← 1 to 9 do
3 print(i)
4 print(∗)
5 print(j)
6 print(=)
7 print(i ∗ j)
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cyklus while-do:
vykonává se, dokud plat́ı podḿınka za slovem while

1 i ← 1
2 while i < 10 do
3 print(i ∗ i)
4 i ← i + 1

1 nactiPole(a[0..9])
2 i ← 0
3 while (a[i ] <> 0 and i < 10) do
4 print(i)
5 i ← i + 1
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cyklus repeat-until:
vykonává se, dokud neńı splněna podḿınka za slovem until
(vykoná se aspoň jednou)

1 i ← 0
2 repeat
3 i ← i + 1
3 print(i ∗ i)
4 until i = 10

1 i ← 1
2 repeat
3 read(i)
4 if i mod 2 = 0 then print(Zadal jsi sudé č́ıslo.)
5 else print(Zadal jsi liché č́ıslo.)
6 until i = 0

Radim Bělohlávek (UP) Algoritmy 1 ZS 36 / 79



Základńı otázky o algoritmech

– Správnost algoritmu:
Je dán problém. Skonč́ı navržený algoritmus pro každý p̌ŕıpustný
vstup problému po konečném počtu krok̊u a se správným výstupem?
Tj. jde v̊ubec o algoritmus pro daný problém?
Pro každý navržený algoritmus je ťreba ově̌rit (dokázat), zda je
správný. Jinak může hrozit vážné riziko (̌ŕızeńı složitých
systémů—elektrárna, ABS systém u aut, . . . ).
Zda je algoritmus správný, je někdy snadno vidět, může to ale být
náročné.

– Složitost algoritmu:
Jak dlouho trvá vykonáváńı algoritmu (tj. jaká je jeho časová
složitost)?
Kolik paměti algoritmus poťrebuje (tj. jaká je jeho pamět’ová
složitost)?
Složitost nám dává informaci o tom, jak je algoritmus kvalitńı a
umožňuje ho z tohoto pohledu porovnat s jinými algoritmy.
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– Optimalita algoritmu:
Existuje lepš́ı algoritmus?
Pro některé algoritmy lze dokázat, že lepš́ı neexistuj́ı, tedy nemá
smysl je hledat. (Co to ale znamená “lepš́ı”? Je ťreba rozebrat.)

Nyńı vysvětĺıme intuitivně a na p̌ŕıkladech.
Později se k tomu vrát́ıme a vysvětĺıme p̌resně.
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Správnost algoritmu – p̌ŕıklad

Scitani-Cisel-Desitkove(a[0..n − 1], b[0..n − 1])
1 t ← 0
2 for i ← 0 to n − 1
3 do c[i ]← a[i ] + b[i ] + t mod 10
4 t ← b(a[i ] + b[i ] + t)/10c
5 c[n]← t

Jak dokážeme správnost našeho algoritmu?
V tomto p̌ŕıpadě je to snadné (někdo by řekl zbytečné). Pro úplnost to
dokažme (když se to na základ́ı škole neudělá, děti se uč́ı algoritmus
nazpamět’ bez pochopeńı).

Tvrzeńı Algoritmus Scitani-Cisel-Desitkove je správný.

Důkaz Č́ıslo A si p̌redstav́ıme jako A korálk̊u. Zápisu
a[n − 1]a[n − 2] · · · a[0] č́ısla A v deśıtkové soustavě odpov́ıdá následuj́ıćı
uspǒrádáńı korálk̊u (uspǒrádáńı se snadněji namaluje než slovně popisuje).
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Krok 1: Korálky navlékáme na nit po 10 (nit s 10 korálky svážeme a
ř́ıkáme j́ı svazek). Tak źıskáme několik svazk̊u (každý má 10 korálk̊u) a
zbyde právě a[0] nenavlečených korálk̊u. (Udělejte si p̌ŕıklad, pro A = 123
źıskáme 12 svazk̊u a 3 korálky zbydou). Zbylé korálky dáme stranou.

Krok 2: Postupujeme dál tak, že k sobě svazujeme vždy 10 svazk̊u
źıskaných v p̌redchoźım kroku. Tak źıskáme několik věťśıch svazk̊u (každý
má 100 korálk̊u) a zbyde právě a[1] nesvázaných svazk̊u o 10 korálćıch.
(Pro A = 123 źıskáme 1 svazek o 100 korálćıch a zbydou 2 svazky o 10
korálćıch). Zbylé svazky dáme stranou.

Postupujeme dál, až dojdeme do kroku n, ve kterém zbývá méně než 10
svazk̊u s 10n−1 korálky. Počet těchto svazk̊u je právě a[n − 1]. (Pro
A = 123 tak dojdeme do kroku 3, ve kterém zbývá 1 svazek o 100
korálćıch.)

Tak si p̌redstav́ıme i č́ıslo B.
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Svazky korálk̊u a korálky, které jsme źıskali z A korálk̊u p̌redstavuj́ıćıch
č́ıslo A a B korálk̊u p̌redstavuj́ıćıch č́ıslo B dáme k sobě. Źıskáme tak
C = A + B korálk̊u. Abychom źıskali uspǒrádáńı těchto korálk̊u, které
odpov́ıdá zápisu C v deśıtkové soustavě, muśıme je správně uspǒrádat.

Protože korálky již jsou uspǒrádané ve svazćıch, dojdeme k požadovanému
uspǒrádáńı následovně.

Dáme dohromady jednotlivé korálky (je jich a[0] + b[0]). Je-li jich alespoň
10, vytvǒŕıme nový svazek o 10 korálćıch. Korálky, které nejsou v novém
svazku, dáme stranou, nový svazek ponecháme. Je jasné, že stranou dáme
a[0] + b[0] mod 10 korálk̊u a že vznikne b(a[0] + b[0])/10c nových svazk̊u
(žádný nebo jeden). To jsou právě č́ısla p̌rǐrazená c[0] a t na řádćıch 3 a 4
v kroku pro i = 0.
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V obecném kroku pro i dáme dohromady svazky s 10i korálky (je jich
a[i ] + b[i ] + t, kde t je počet nových svazk̊u vytvǒrených v p̌redchoźım
kroku). Je-li jich alespoň 10, vytvǒŕıme nový svazek o 10i+1 korálćıch.
Svazky o 10i korálćıch, které nejsou v novém svazku, dáme stranou, nový
svazek ponecháme. Je jasné, že stranou dáme a[i ] + b[i ] + t mod 10 svazk̊u
a že vznikne b(a[i ] + b[i ] + t)/10c nových svazk̊u (žádný nebo jeden). To
jsou právě č́ısla p̌rǐrazená c[i ] a t na řádćıch 3 a 4 v kroku pro i .

Tak dojdeme až k i = n, kdy opust́ıme cyklus a kdy zbývá
b(a[n − 1] + b[n − 1] + t)/10c svazk̊u o 10n korálćıch. To je správná
hodnota c[n] je to také hodnota p̌rǐrazená c[n] na řádku 5.

Důkaz je hotov.

Mı́sto

Tvrzeńı Algoritmus Scitani-Cisel-Desitkove je správný.

Důkaz . . .
budeme psát jen
Důkaz správnosti Scitani-Cisel-Desitkove . . .
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Je d̊ukaz správnosti nutný?

Ano. U mnoha algoritmů je ale správnost žrejmá, takže důkaz odbydeme
slovy “Je žrejmý”.

Důkazem správnosti neńı, když ukážeme, že algoritmus správně funguje pro
několik zvolených vstupů (nemuśı totiž správně fungovat pro daľśı vstupy).

U jiných algoritmů je důkaz správnosti komplikovaný. Když chceme
algoritmus “jen” použ́ıt, nemuśıme důkaz správnosti č́ıst, pokud algoritmus
p̌revezmeme z důvěryhodného zdroje (nap̌r. kniha o algoritmech).

V tomto p̌redmětu se ale správnost́ı algoritmů budeme zabývat.
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Důkaz správnosti může ḿıt mnoho podob

Jiná podoba důkazu správnosti Scitani-Cisel-Desitkove (hutná verze,
můžete p̌reskočit):

Je A =
∑n−1

i=0 a[i ] ∗ 10i , B =
∑n−1

i=0 b[i ] ∗ 10i , tedy pro C = A + B a jeho
zápis C =

∑n−1
i=0 c[i ] ∗ 10i muśı platit:

c[0] = (a[0] + b[0]) mod 10,

c[1] = (a[1] + b[1] + b(a[0] + b[0])/10c) mod 10,

. . .

c[n − 1] = (a[n − 1] + b[n − 1] + b(a[n − 2] + b[n − 2] +

b(a[n − 3] + b[n − 3] + · · · )/10c))/10c) mod 10,

c[n] = b(a[n − 1] + b[n − 1] + b(a[n − 2] + b[n − 2] + · · · )/10c))/10c),

což jsou právě hodnoty obdržené naš́ım algoritmem.

Vždy je ťreba naj́ıt vhodný kompromis mezi stručnost́ı a srozumitelnost́ı.
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Když navržený algoritmus neńı správný

Co když navržený algoritmus neńı správný? Jak to prokážu?

Muśıme naj́ıt p̌ŕıklad, pro který algoritmus skonč́ı s nesprávným výstupem
(tzv. protip̌ŕıklad). Tj. naj́ıt p̌ŕıpustný vstup I , pro který je správným
výstupem O, ale pro který algoritmus skonč́ı s výstupem O ′ 6= O nebo
neskonč́ı v̊ubec.

Př́ıklad (nesprávný algoritmus pro hledáńı nejkraťśı cesty)
Je dána śıt’ měst, některá jsou spojena silnićı, jsou dána města Z (začátek)
a K (konec). Jak naj́ıt nejkraťśı cestu z Z do K?
Př́ıpustným vstupem je tedy popis śıtě měst (nap̌r. ve formě použité ńıže) a
dvojice měst Z a K ; odpov́ıdaj́ıćım výstupem je nejkraťśı cesta ze Z do K .

Návrh algoritmu: Začnu v Z a jdu do nejbližš́ıho města M1, ve kterém
jsem ještě nebyl; v M1 postupuji stejně (jdu do nejbližš́ıho města M2, ve
kterém jsem ještě nebyl), až dojdu do K .

Tento algoritmus je nesprávný.
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Vstup 1: Śıt’

{({A,B}, 1), ({A,D}, 5), ({B,C}, 2), ({C ,D}, 1), ({D,E}, 2)},
Z = A,K = E .
({A,B}, 1) znamená, že mezi A a B je silnice délky 2, atd. Algoritmus
najde cestu A,B,C ,D,E délky 6 (1 + 2 + 1 + 2). To je skutečně nejkraťśı
cesta.

ALE
Vstup 2: Śıt’

{({A,B}, 1), ({A,D}, 5), ({B,C}, 4), ({C ,D}, 1), ({D,E}, 2)},
Z = A,K = E .
Algoritmus najde cestu A,B,C ,D,E délky 8 (1 + 4 + 1 + 2). To neńı
nejkraťśı cesta! Nejkraťśı je A,D,E , má délku 7. Tedy vstup 2 je
protip̌ŕıklad (jeden z mnoha možných), který ukazuje, že navržený
algoritmus neńı správný.

Radim Bělohlávek (UP) Algoritmy 1 ZS 46 / 79



Nejvěťśı společný dělitel a Euklid̊uv algoritmus

problém (nejvěťśı společný dělitel, greatest common divisor)
vstup: p̌rirozená č́ısla m, n
výstup: gcd(m, n) (nejvěťśı společný dělitel m a n)

Pozn.: gcd(m, n) je nejvěťśı p̌rirozené č́ıslo, které děĺı m i n (se zbytem 0).
Př.: gcd(3, 5) = 1, gcd(3, 6) = 3, gcd(12, 18) = 6, atd.

Prvńı algoritmus (naivńı):

gcd-naive(m, n)
1 t ← min{m, n}
2 while mmod t 6= 0 or nmod t 6= 0
3 do t ← t − 1
4 return t

Důkaz správnosti gcd-naive(m, n): Zač́ıná s t = min{m, n}, což je č́ıslo
≥ gcd(m, n). Dokud t neńı dělitelem obou m i n, hodnota t se sńıž́ı o 1.
Vrácená hodnota t tedy je gcd(m, n). Vždy se zastav́ı, nejpozději pro
t = 1, protože 1 děĺı každé m a n.
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Existuje ale lepš́ı algoritmus (později vysvětĺıme, v čem “lepš́ı”).

gcd-Euclid(m, n)
1 while n 6= 0
2 do r ← mmod n
3 m← n
4 n← r
5 return m

Jak algoritmus pracuje? Pod́ıvejme se nejďŕıve, jak pracuje pro
(m, n) = (84, 24).

Při prvńım testu podḿınky na ř. 1 je (m, n) = (84, 24), instrukce cyklu
2–4 se provedou (r ← 12, nebot’ 12 = 84mod 24; m← 24; n← 12).

Následuje druhý test podḿınky na ř. 1 s (m, n) = (24, 12), instrukce 2–4
se provedou (r ← 0, nebot’ 0 = 24mod 12; m← 12; n← 0).

Následuje ťret́ı test podḿınky na ř. 1 s (m, n) = (12, 0), podḿınka n 6= 0
neńı splněna, p̌rejde se k instrukci na ř. 5 a výstupem je 12, což je
skutečně gcd(84, 24).

Rozmyslete, co se stane, je-li na vstupu (m, n) a m < n.
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Algoritmus procháźı dvojice
(m, n), (n,mmod n), (mmod n,nmod (mmod n)), . . . ,
dokud neńı vytvǒrena dvojice (p, 0). Č́ıslo p je pak výstupem algoritmu.

Důkaz správnosti gcd-Euclid: Je ťreba ukázat, že
1. Každé dvě po sobě následuj́ıćı dvojice v posloupnosti maj́ı stejný gcd.
2. gcd(p, 0) = p.
3. Algoritmus skonč́ı.

Ad 1: Zřejmě stač́ı ukázat, že pro každá m, n je
gcd(m, n) = gcd(n,mmod n).

Připomeňme: k děĺı m, právě když existuje l tak, že m = kl . Dále mmod n
lze psát jako mmod n = m − qn pro vhodné p̌rirozené č. q. (zkuste na
p̌ŕıkladech a pak zdůvodněte).

gcd(m, n) = gcd(n,mmod n) dokážeme ově̌reńım, že společný dělitel k
č́ısel m a n je i společným dělitelem č́ısel n a mmod n a naopak, tj.
společný dělitel č́ısel n a mmod n je i společným dělitelem č́ısel m a n.
(uvědomte si, proč to stač́ı)
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Je-li k společným dělitelem m a n, pak m = kl1 a n = kl2 pro nějaká l1, l2.
Pak tedy mmod n = m − qn = kl1 − qkl2 = k(l1 − ql2), tj. k je dělitelem
č́ısla mmod n, a je tedy společným dělitelem č́ısel n a mmod n.

Je-li k společným dělitelem n a mmod n, pak n = kl1 a
mmod n = m − qn = kl2, pro nějaká q, l1, l2. Pak tedy
m = qn + kl2 = qkl1 + kl2 = k(ql1 + l2), tedy k děĺı m a je společným
dělitelem č́ısel m a n.

Ad 2: Plyne p̌ŕımo z definice gcd.

Ad 3: Vždy je mmod n < n (zdůvodněte). Když algoritmus začne s dvojićı
(m, n), kde m > n, splňuje p̌ŕıpadná druhá dvojice (n,mmod n) podḿınku
n > mmod n. Prvńı prvek druhé a každé daľśı dvojice je tedy menš́ı než
prvńı prvek p̌redchoźı dvojice a druhý prvek každé dvojice je menš́ı než jej́ı
prvńı prvek. Je žrejmé, že taková posloupnost dvojic muśı být konečná a
jej́ı posledńı dvojice má tvar (k , 0).

Když začne s dvojićı (m, n), kde m = n, je daľśı dvojićı (n, 0) a skonč́ı.

Když algoritmus začne s dvojićı (m, n), kde m < n, . . . (dokončete sami).

Důkaz je hotov.
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Proč je gcd-Euclid lepš́ı než gcd-naive?

Protože má menš́ı časovou složitost.
Co to znamená? Uvid́ıme v daľśım.

Zat́ım zkusme ručně spoč́ıtat gcd(84,24).

1. Jak jsme viděli, testuje gcd-Euclid(84, 24) dvojice (84, 24), (24, 12),
(12, 0), pak skonč́ı (zhruba řečeno po 3 kroćıch).

2. gcd-naive(84, 24) však muśı sńıžit hodnotu t 12krát (zhruba řečeno tedy
skonč́ı až po 12 kroćıch).
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Složitost algoritmu

Popisuje efektivitu algoritmu z hlediska zdroj̊u, které poťrebuje.

Časová složitost

– Popisuje, jak je algoritmus “rychlý”, tj. kolik času trvá výpočet podle
algoritmu (od zahájeńı po ukončeńı).

– Tedy popisuje efektivitu algoritmu z hlediska času jakožto
využ́ıvaného zdroje.

– Touto složitost́ı se budeme zejména zabývat.

Pamět’ová (prostorová) složitost

– Popisuje, kolik paměti poč́ıtače je ťreba pro výpočet podle algoritmu.

– Tedy popisuje efektivitu algoritmu z hlediska paměti jakožto
využ́ıvaného zdroje.

– Touto složitost́ı se budeme zabývat okrajově. V́ıce bude v p̌redmětu
Vyč́ıslitelnost a složitost.
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Časová složitost algoritmu

Projdeme úvahami, které nás dovedou ke správnému pojmu “časová
složitost algoritmu”.

Otázka 1: Volba časové jednotky.
Je rozumné mě̌rit trváńı výpočtu podle algoritmu v sekundách?

+ Je to konkrétńı a každý tomu rozuḿı. Viz:
“Výpočet podle algoritmu A1 pro vstup m = 3681 trval 2.15 sec.”
“Výpočet podle algoritmu gcd-Euclid pro vstupńı č́ısla m = 3680,
n = 260 trval 0.013 sec.”

- Je to p̌ŕılǐs závislé na implementaci algoritmu (v jakém
programovaćım jazyku a jak kvalitně je naprogramován, kvalita
p̌rekladače) a na rychlosti poč́ıtače, na kterém výpočet proběhl.
Proběhne-li výpočet, který na poč́ıtači P1 trvá 15.6 sec, na poč́ıtači
P2, který je 100krát rychleǰśı než P1, pak na P2 tento výpočet trvá
0.156 sec. Z tohoto pohledu maj́ı výše uvedené výroky slabou
vypov́ıdaćı hodnotu, zejména pokud nám jde o porovnáváńı časové
složitosti algoritmů.
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Jak tedy vhodně mě̌rit trváńı výpočtu, který prob́ıhá podle daného
algoritmu?

trváńı výpočtu = počet elementárńıch výpočetńıch krok̊u vykonaných
od zahájeńı do skončeńı výpočtu

Elementárńım výpočetńım krokem je obvykle instrukce (instrukce
pseudokódu nebo instrukce programovaćıho jazyka ve kterém je algoritmus
zapsán).

+ Neńı závislé na rychlosti poč́ıtače. Je objektivněǰśı než vyjáďrit trváńı
v sekundách, zejm. jde-li o porovnáńı dvou algoritmů. Viz:
“Výpočet podle algoritmu A1 pro vstup m = 3681 trval 158 krok̊u.”
“Výpočet podle algoritmu gcd-Euclid pro vstupńı č́ısla m = 84,
n = 24 trval 10 krok̊u.”
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- Nedává konkrétńı p̌redstavu, jak dlouho budeme u poč́ıtače čekat, než
výpočet skonč́ı. Proto se v praxi informace o složitosti vyjáďrené v
počtech krok̊u doplňuje o informaci o skutečném trváńı výpočtu
včetně toho, na jakém poč́ıtači výpočet prob́ıhal.
Počet el. krok̊u (instrukćı) záviśı na tom, jaký psedokód nebo
programovaćı jazyk použ́ıváme. Nap̌r. instrukci pseudokódu

swap(a,b),
která způsob́ı výměnu hodnot proměnných a a b, odpov́ıdá v jazyce C
trojice instrukćı

temp = a; a = b; b = temp;.

Uvedené dvě nevýhody však nejsou velké, výhody maj́ı věťśı váhu.

Pozn.: Pro zjednodušeńı někdy uvažujeme jen počet “důležitých” (pro
algoritmus základńıch) instrukćı, tj. těch, které se p̌ri výpočtu vykonávaj́ı
často. Jde typicky o instrukce vykonávané opakovaně, nap̌r. uvniťr cyklu.
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Otázka 2: Je časová složitost algoritmu doba trváńı?
(. . . at’ už mě̌ŕıme v sekundách nebo počtem vykonaných instrukćı)

Má nap̌r. smysl ř́ıci:
“Časová složitost algoritmu je 162 časových jednotek (sec, krok̊u).”?

Ne.

Má smysl ř́ıci “Výpočet podle algoritmu A1 pro vstup m = 3681 trval 2.15
sec.”, ale p̌redchoźı výrok smysl nemá. Proč?

Protože pro r̊uzné vstupy má výpočet obvykle r̊uzná trváńı. Trváńı obvykle
záviśı na tzv. velikosti vstupu (Co to je, vysvětĺıme později. Pro p̌redstavu:
Č́ım věťśı jsou sč́ıtaná č́ısla, t́ım deľśı je trváńı výpočtu pro jejich sečteńı.).

Rozumněǰśı je tedy chápat pojem časová složitost algoritmu jako funkci
(zobrazeńı) T , jej́ıž argumenty n jsou p̌rirozená č́ısla vyjaďruj́ıćı velikost
vstupu daného algoritmu a jej́ıž hodnotou T (n) pro n je trváńı algoritmu
ve zvolených časových jednotkách (počet instrukćı, sekundy).
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Daľśı návrh tedy: Časová složitost algoritmu je funkce T : N→ N, jej́ıž
hodnoty interpretujeme následovně:
T (n) je doba trváńı výpočtu podle daného algoritmu pro vstup velikosti n.

Je to ted’ jasné? Má to smysl?

Ještě ne zcela.

Vstupů stejné velikosti (velikosti n) je obvykle velké množstv́ı. Který máme
na mysli, mluv́ıme-li o době trváńı pro vstup velikosti n?

Pojem časová složitost muśıme tedy dále up̌resnit. To nás p̌rivád́ı ke
dvěma důležitým pojmům:

– Časová složitost v nejhořśım p̌ŕıpadě:
T (n) je nejvěťśı trváńı výpočtu podle algoritmu pro vstupy délky n.

– Časová složitost v pr̊uměrném p̌ŕıpadě:
T (n) je pr̊uměrné trváńı výpočtu podle algoritmu pro vstupy délky n.

Lze uvažovat i časovou složitost v nejlepš́ım p̌ŕıpadě a tzv. amortizovanou
časovou složitost. Nebudeme se jimi zabývat.
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Ted’ p̌resně. Je dán problém P, jeho vstupy označujeme I , algoritmus A
pro daný problém. Označme:

– tA(I ) . . . trváńı výpočtu podle algoritmu A pro vstup I (ve vhodných
jednotkách).

– |I | . . . velikost vstupu I .
Nap̌r. počet cifer vstupńıch č́ısel u problému sč́ıtáńı č́ısel v deśıtkové
soustavě; počet měst u problému hledáńı nejkraťśı cesty mezi městy v
śıti měst; počet prvk̊u pole, které je ťreba seťŕıdit (později detailně)
atd.
Obecně |I | vhodným způsobem vyjaďruje “rozsáhlost” vstupu I . Může
existovat v́ıce p̌rirozených způsobů, jak mě̌rit rozsáhlost vstupu (nap̌r.
u problému hledáńı v śıti měst to může být počet měst, nebo jinak:
počet spojnic mezi městy). Záměr: chceme, aby tA(I ) p̌rirozeně
záviselo na |I | (nap̌r. tA(I ) = 2 ∗ |I |+ 3).
Tedy velikost vstupu je funkce | | : Vst→ N (Vst je množina
p̌ŕıpustných vstupů problému P).
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Definice
Časová složitost algoritmu A v nejhořśım p̌ŕıpadě
je funkce T : N→ N definovaná takto:

T (n) = max{tA(I ) | I je vstup problému P a |I | = n}.

Časová složitost algoritmu A v pr̊uměrném p̌ŕıpadě
je funkce T : N→ N definovaná takto:

T (n) =
tA(I1) + · · ·+ tA(Im)

m
,

kde I1, . . . , Im jsou všechny vstupy problému P, které maj́ı délku n.

Uvid́ıme mnoho p̌ŕıkladů, zejm. složitosti v nejhořśım p̌ŕıpadě.
(Která složitost je důležitěǰśı?)
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Př́ıklad: složitost algoritmu sč́ıtáńı v des. soustavě

Scitani-Cisel-Desitkove(a[0..n − 1], b[0..n − 1])
1 t ← 0
2 for i ← 0 to n − 1
3 do c[i ]← a[i ] + b[i ] + t mod 10
4 t ← b(a[i ] + b[i ] + t)/10c
5 c[n]← t

Připomeňme: vstupem I je dvojice č́ısel zapsaných v deśıtkové soustavě,
zápis každého z nich obsahuje n pozic.

1. Co je velikost vstupu |I |, tj. |a[0..n − 1], b[0..n − 1]|?
Položme |a[0..n − 1], b[0..n − 1]| = n.
(Mohli bychom ale vźıt i |a[0..n − 1], b[0..n − 1]| = 2n, zkuste také.)

2. Co je tA(I ), tj. tA(a[0..n − 1], b[0..n − 1])?
Předpokládejme, že za elementárńı instrukce považujeme instrukce našeho
pseudokódu a že za trváńı výpočtu považujeme počet vykonaných
elementárńıch instrukćı. Během výpočtu pro vstup a[0..n − 1], b[0..n − 1]
se provede:
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1× řádek 1: 1 instrukce p̌rǐrazeńı,
n× řádky 2–4: 1 instrukce na ř. 2 (p̌rǐrazeńı nové hodnoty proměnné i), 4
instrukce na ř. 3 (2x instrukce +, 1x mod, 1x p̌rǐrazeńı), 5 instrukćı na ř. 4
(2x instrukce +, 1x /, 1x b c, 1x p̌rǐrazeńı), celkem 10n instrukćı,
1× řádek 5: 1 instrukce p̌rǐrazeńı.
Celkem se tedy provede 10n + 2 instrukćı. Tedy
tA(I ) = tA(a[0..n − 1], b[0..n − 1]) = 10n + 2.

Je žrejmé, že tA(I ) = 10n + 2 pro každý vstup I velikosti n.
(U jiných algoritmů ale může pro dva vstupy I1, I2 se stejnou velikost́ı být
tA(I1) 6= tA(I2). Pomyslete nap̌r. na gcd-Euclid.)

Časová složitost v nejhořśım p̌ŕıpadě je tedy T (n) = 10n + 2.
Časová složitost v pr̊uměrném p̌ŕıpadě je také T (n) = 10n + 2.

Co se změńı, pokud provedeńı ř. 3 budeme považovat za provedeńı 1
instrukce?
Co se změńı, pokud i provedeńı ř. 4 budeme považovat za provedeńı 1
instrukce?
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Poznámka: velikost č́ısla coby vstupu

U problému sč́ıtáńı č́ısel v deśıtkové soustavě je vstup tvǒren dvěma
n-ticemi č́ısel. Prvńı je an−1 . . . a0 reprezentovaná v poli a[0..n − 1] (tj.
a[0] = a0, . . . , a[n− 1] = an−1), druhá je bn−1 . . . b0 reprezentovaná v poli
b[0..n− 1] (tj. b[0] = b0, . . . , b[n− 1] = bn−1). Vstupem tedy nejsou č́ısla
A =

∑n
i=0−1ai ∗ 10i a B =

∑n
i=0−1bi ∗ 10i reprezentovaná č́ısly ai a bi .

Proto jsme za velikost vstupu volili n (ale mohli bychom zvolit i 2n).

Často se objevuje situace, kdy vstupem problému je p̌rirozené č́ıslo N.
Přirozený způsob jak mě̌rit velikost vstupu pak je:

|N| = počet bit̊u poťrebných pro zápis č́ısla N, tedy

|N| = počet ḿıst zápisu č́ısla N ve dvojkové soustavě, tedy

|N| = blog2Nc+ 1

Př́ıklady: |1| = 1 (protože (1)2 = 1), |2| = 2 ((2)2 = 10), |3| = 2
((3)2 = 11), |4| = 3 ((4)2 = 100), |5| = 3 ((5)2 = 101), . . .
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Zdůvodněńı:

Každé č́ıslo N je některým z č́ısel 2k−1, 2k−1 + 1, . . . , 2k − 1 pro vhodné k.

To jsou právě č́ısla, jejichž binárńı zápis má k ḿıst.

Právě pro tato č́ısla plat́ı
blog2 2k−1c = k − 1, blog2 2k−1 + 1c = k − 1, . . . , blog2 2k − 1c = k − 1.

(Pro N < 2k−1 je blog2 Nc < k − 1, pro N > 2k − 1 je blog2 Nc > k − 1.)

Tedy pro každé M ∈ {2k−1, 2k−1 + 1, . . . , 2k − 1} plat́ı blog2 Mc+ 1 = k.

Tedy speciálně i pro N plat́ı

blog2 Nc+ 1 = k

Př́ıklady k procvičeńı:
1. Jaký je počet ḿıst zápisu č́ısla N v deśıtkové soustavě (obecněji, v
soustavě o základu b)?
2. Označ́ıme-li |N|b počet ḿıst zápisu č́ısla N v soustavě o základu b, jaký
je vztah mezi |N|10 a |N|2? (Použijte loga N = loga b · logb N.)
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Často se vyskytuj́ıćı složitosti

Analýza složitosti a odvozeńı vztahu T (n) = 10n + 2 bylo v tomto p̌ŕıpadě
velmi jednoduché. U jiných algoritmů to je obt́ıžněǰśı, ale v principu stejné.

Při analýze složitosti algoritmů se často vyskytuj́ı některé funkce. Jednou z
nich je 10n + 2. Daľśımi jsou.

c . . . konstanta
logb n . . . logaritmus o základu b (ḿısto log2 n ṕı̌seme také lg n)
n . . . lineárńı (obecněji an + b)
n log n . . . logaritmicko lineárńı (log-lineárńı)
n2 . . . kvadratická
n3 . . . kubická (obecněji an3 + bn2 + cn + d nebo polynomy vyš̌śıch řádů)
2n . . . exponenciálńı
n! . . . faktoriál

Proč jsou uvedeny v tomto pǒrad́ı? Prozkoumejte jejich chováńı (nap̌r. jak
rychle rostou). Vrát́ıme se k tomu.
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Složitost T (n) jako nositel d̊uležité informace

O čem nás informuje zpráva, že T (n) = 10n + 2, pop̌r. T (n) = n2, pop̌r.
T (n) = 2n?

Stručně řečeno, algoritmus se složitost́ı T (n) = 10n + 2, pop̌r. T (n) = n2

je prakticky použitelný.
Algoritmus se složitost́ı T (n) = 2n je prakticky nepoužitelný.

Proved’me ale zat́ım jednoduchou úvahu.

Úvaha 1 Uvažujme dva r̊uzné algoritmy, A1 a A2, pro řešeńı problému
(nap̌r. problém seťŕıdit n-prvkovou posloupnost č́ısel). Předpokládejme, že
jejich složtosti jsou
T1(n) = n2 a T2(n) = 20n log2 n.

Algoritmy jsou vykonávány na poč́ıtač́ıch C1 a C2. C1 je rychlý, vykoná
1010 instrukćı/sekundu, C2 jen 107 instrukćı/sekundu.
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Chceme vy̌rešit pro vstup I velikosti 10,000,000 (10 milionů), tj. |I | = 107.
S pomoćı A1 na poč. C1 tvá výpočet

(107)2

1010
= 104sec = 166min 40 sec = 2 hod 46min 40 sec .

S pomoćı A2 na poč. C2 tvá výpočet

20 · 107 · log 107

107
≈ 465 sec = 7min 45 sec .

S A2 na 1000krát pomaleǰśım poč́ıtači je výpočet cca 21.5 krát rychleǰśı.

Závěr: Složitost algoritmu je skutečně důležitá. Zvýšeńım rychlosti
poč́ıtače ji neobejdeme.
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Úvaha 2 Jak dlouho trvá výpočet? (Přibližné) hodnoty některých funkćı.
n log2 n n n log2 n n2 n3 2n n!

10 3.3 10 33 100 1000 1024 3628800
100 6.6 100 660 104 106 1.27 · 1030 9.33 · 10157

103 10 103 104 106 109 1.07 · 10301 4.02 · 102567

104 13 104 1.3 · 105 108 1012 1.99 · 103010 2.85 · 1035659

105 17 105 1.7 · 106 1010 1015

106 20 106 2 · 107 1012 1018

Prob́ıhá-li výpočet na velmi rychlém poč́ıtači, který provád́ı 1015 operaćı za
sekundu (rychlý asi jako nejrychleǰśı poč́ıtač v současné době), jsou doby
výpočt̊u v sekundách následuj́ıćı (zaokrouhleno).
n log2 n n n log2 n n2 n3 2n n!

10 0 0 0 0 0 0 0
100 0 0 0 0 0 1.27 · 1015 9.33 · 10142

103 0 0 0 0 0 1.07 · 10286 4.02 · 102552

104 0 0 0 0 0.001 1.99 · 102995 2.85 · 1035644

105 0 0 0 10−5 1
106 0 0 0 0.001 1000
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Je to pro algoritmy se složitost́ı 2n a n! tak hrozné?

Jak dlouho je nap̌r. 2.85 · 1035644 sec? (trváńı pro n = 104 p̌ri složitosti n!)
Rok má pr̊uměrně 31,556,926 sekund. Je to tedy
2.85 · 1035644/31556926 ≈ 9 · 1035636 let!

Doba existence planety Země 4.54 · 109 let. Tedy výpočet je cca
2 · 1035627krát deľśı než doba existence naš́ı planety!

Výsledku výpočtu se nikdy nedočkáme!

Co prvńı významné (nenulové) trváńı pro složitosti 2n a n!?

Pro n = 100 a T (n) = 2n je doba výpočtu 4 · 107 let, tj. 40 miliónů let
(p̌red 65 mil. lety vyhynuli dinosaǔri).

Ani v tomto p̌ŕıpadě se výsledku nikdy nedočkáme.

Tomuto jevu se ř́ıká “curse of exponential complexity” (proklet́ı
exponenciálńı složitosti, R. Bellman použil podobný pojem “curse of
dimensionality”).
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Poč́ıtače včera, dnes a źıtra

VČERA – prvńı poč́ıtač:
ENIAC (Electronic Numerical Integrator And Computer)

– 1946

– prvńı obecně programovatelný poč́ıtač výpočetně ekvivalentńı tzv.
Turingovu stroji (obecně programovatelný)

– Univ. Pennsylvania, USA (US Army projekt, $6 mil. v dnešńı hodnotě)

– 27 tun, plocha 63 m2, p̌ŕıkon 150kW

– 380 operaćı násobeńı za sekundu
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DNES - nejrychleǰśı poč́ıtač na světě
Jak se mě̌ŕı rychlost?

– v jednotkách FLOPS (FLoating point Operations Per Second, tj.
počet operaćı s plovoućı řádovou čárkou za sekundu)

– mě̌ŕı se speciálńım testem zahrnuj́ıćım výpočet tzv. LU rozkladu velké
matice

– TF TFLOPS (teraFLOPS) = 1012 FLOPS, PFLOPS (petaFLOPS) =
1015 FLOPS, EFLOPS (exaFLOPS) = 1018 FLOPS

– od r. 1993 existuje seznam TOP500 (aktualizován 2x ročně, p̌ri Int.
Supercomputing Conference a ACM/IEEE Supercomputing
Conference)
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nejrychleǰśı poč́ıtač (červen 2017):
Sunway TaihuLight, National Supercomputing Center, Wuxi (Č́ına), 93
PFLOPS
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ŹITRA – Moor̊uv zákon

G. E. Moore, *1929, spoluzakladatel Intelu
zákon popisuj́ıćı trend ve vývoji hardware:
“počet součást́ı integrovaných obvodů se
zdvojjnásob́ı každé dva roky”;
plat́ı p̌ribližně i pro rychlost poč́ıtač̊u, pamět’ apod.

Tedy: Parametry hardware se zlepšuj́ı velmi rychle.

Pozor na p̌redpovědi. Ukazuj́ı naše permanentńı podceňováńı vývoje.

“It would appear that we have reached the limits of what it’s possible to
achieve with computer technology, although one should be careful with
such statements, as they tend to sound pretty silly in five years.”
—John von Neumann, 1949

Radim Bělohlávek (UP) Algoritmy 1 ZS 72 / 79



“I think there is a world market for maybe five computers.”
—Thomas J Watson, President of IBM, 1943

“Computers in the future will weigh no more than 1.5 tons.”
—Popular Mechanics, 1949

“I have travelled the length and breadth of this country and talked with
the best people, and I can assure you that data processing is a fad that
won’t last out the year.”
—Editor in charge of business books, Prentice Hall, 1957

“Transmission of documents via telephone wires is possible in principle,
but the apparatus required is so expensive that it will never become a
practical proposition.”
—Dennis Gabor, 1962 (laureát Nobelovy ceny za holografii)

“There is no reason for any individual to have a computer in his home.”
—Ken Olsen, co-founder of Digital Equipment Corporation, 1977

“640kB should be enough for anyone.”
—Bill Gates, 1981
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Jak by mohl vypadat domáćı poč́ıtač v roce 2004 (p̌redstava v roce 1954)?
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Cvičeńı Údaje v řádćıch udávaj́ı čas t, který máme k dispozici. Funkce
f (n) ve sloupćıch udávaj́ı dobu výpočtu v milisekundách poťrebnou pro
zpracováńı vstupu o velikosti n. Do každého poĺıčka (daného časem t a
funkćı f (n)) doplňte údaj, který udává maximálńı velikost n vstupu, který
je možné zpracovat v čase t p̌ri době výpočtu dané f (n).
Nap̌r. pro t =1 sec a f (n) = n je maximálńı velikost vstupu 1000, protože
takový výpošet trvá f (1000) = 1000 msec = 1 sec.

čas log2 n n n log2 n n2 n3 2n n!

1 sec 1000

1 min

1 hod

1 den

1 měs.

1 rok

1 stolet́ı
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Úvaha 3 Pomůže technologický pokrok?
Jak se zvěťśı velikost vstupu, který jsme za danou dobu (kterou můžeme
čekat) schopni algoritmem zpracovat, zvyšuje-li se rychlost poč́ıtač̊u
každým rokem dvojnásobně?

Že se rychlost poč́ıtač̊u zvyšuje každým rokem dvojnásobně (to odpov́ıdá
Mooreovu zákonu), znamená, že Čas poťrebný k provedeńı jedné instrukce
v roce r + 1 je 2krát menš́ı než v roce r (jinými slovy, za danou časovou
jednotku poč́ıtač vykoná v roce r + 1 je 2krát v́ıce instrukćı než v roce r).

Označme
tmax . . . doba, kterou můžeme čekat (nap̌r. 5 min, 2 hod, 10 ms)
nmax(r) . . . max. velikost vstupu, který jsme schopni zpracovat (v roce r)
f (n) . . . časová složitost algoritmu (počet instrukćı).

Jak velký vstup jsme schopni zpracovat v roce r + 1, tj. jaký je nmax(r)?
Uvažme pro f (n) = n (lineárńı) a f (n) = 2n (exponenciálńı).

Doba výpočtu pro vstup velikosti n je f (n) · cr , kde cr je čas poťrebný k
provedeńı jedné instrukce v roce r .

Radim Bělohlávek (UP) Algoritmy 1 ZS 76 / 79



f(n) = n: nmax(r + 1) = 2nmax(r), tedy po roce budeme schopni
zpracovat dvakrát věťśı vstup (“dvakrát v́ıce dat”).

Proč? nmax(r) je nejvěťśı n, pro které n · cr ≤ tmax. Hledáme nmax(r + 1),
tj. nejvěťśı n, pro které n · cr+1 ≤ tmax, tedy (protože cr+1 = 1

2cr ) pro které
n · 1

2cr ≤ tmax. Je jasné, že t́ım je 2nmax(r), tj. nmax(r + 1) = 2nmax(r).

Snadno také vid́ıme, že nmax(r + k) = 2knmax(r), tj. po k letech se
velikost zpracovatelného vstupu zvýš́ı 2kkrát.

f(n) = 2n: nmax(r + 1) = nmax(r) + 1, tedy po roce budeme schopni
zpracovat jen o jednotku velikosti věťśı vstup.

Proč? Stejnou úvahou dojdeme k tomu, že nmax(r + 1) je nejvěťśı n, pro
které je 2n · 1

2cr ≤ tmax, a t́ım je nmax(r) + 1.

Snadno také vid́ıme, že nmax(r + k) = nmax(r) + k , tj. po k letech se
velikost zpracovatelného vstupu zvýš́ı o k , každý rok jsme schopni
zpracovat data věťśı jen o jednu položku!

⇒ U algoritmů s exponenciálńı složitost́ı technologický pokrok nepomůže.
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Cvičeńı (p̌redchoźı úvaha obecněji) Jak se zvěťśı velikost vstupu, který
jsme za danou dobu tmax schopni algoritmem zpracovat, zvěťśı-li se
rychlost poč́ıtač̊u za obdob́ı od roku r do roku r ′ d-násobně?

V roce r je nejvěťśı velikost zpracovatelného vstupu nmax(r), což je tedy
nejvěťśı n, pro které f (n) · cr ≤ tmax. Dále je cr+1 = 1

d · cr .
nmax(r ′) je nejvěťśı n, pro které f (n) · cr ′ ≤ tmax, tj. f (n) · 1

d · cr ≤ tmax.

Předpokládejme pro jednoduchost, že f (nmax(r)) · cr = tmax a že f má
inverzńı funkci f −1.
Pak nmax(r ′) je nejvěťśı n, pro které f (n) ≤ d · f (nmax(r)), tedy
n ≤ f −1(d · f (nmax(r))).

Pro f (n) = 2n:
n ≤ lg(d · 2nmax(r)) = lg d + nmax(r), tj. nmax(r ′) = blg d + nmax(r)c.

Pro f (n) = np:
n ≤ p

√
d · nmax(r)p = p

√
d · nmax(r), tj. nmax(r ′) = b p

√
d · nmax(r)c.
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Předpokládejme opět f (nmax(r)) · cr = tmax. Doplňte hodnoty nmax(r ′) do
následuj́ıćı tabulky.

d log2 n n n log2 n n2 n3 2n n!

1

2

4

10

100

1000

106

10p

2p
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