OLOMOUCKY INFORMATICKY KORESPONDENCNI SEMINAR

Matematicka logika a strojové mysleni, 2. dil
Radim Bélohlavek

OLINX

olinx.inf.upol.cz =—-’

V tomto dile se budeme vénovat spojkam vyrokové logiky.
Spojky maji pro logiku a informatiku stejny vyznam jako
sCitani, ndsobeni a dalsi operace a funkce pro matematiku
a fyziku.

1 SPOJKY VYROKOVE LOGIKY

Zastavme se nejdiive u samotného pojmu spojka vyrokové
logiky. Jak jsme vidéli, spojka je ddna svym symbolem, napf.
- (negace, ,ne“) nebo A (konjunkee, ,a“), a svou tabulkou
pravdivostnich hodnot (tabulka popisuje vyznam, tedy — jak
se v logice fikd — sémantiku spojky), tedy v nasem piipadé

p|-p A0 1
0] 1 a 0|0 0.
1] 0 110 1
Spojky ,ne“, . jestlize, ...pak ... % ,a“ . nebo“ a ,pravé

kdyz“, které jsme v minulém dile zavedli jako spojky vyro-
kové logiky, jsme zvolili proto, ze se casto vyskytuji v pfi-
rozeném jazyce, a jsou proto povazovany za zakladni. Uvé-
domme si vSak, ze v pfirozeném jazyku pouzivame i jiné
spojky. Piikladem je spojka ,ani ..., ani ...“ kterou bu-
deme oznacovat symbolem |. Vyrok ,ani ¢, ani ¢ je prav-
divy, pravé kdyz jsou oba vyroky ¢ a 1 nepravdivé.! Tabulka
této spojky tedy vypada nasledovné:

!
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Spojku | bychom tedy také mohli zaradit mezi spojky vy-
rokové logiky. Je ziejmé, ze formule ¢ | 9 je ekvivalentni
formuli =(p V), tj.

el = =(pV).

Proto se tato spojka nékdy nazyvd NOR (negace spojky
nebo). Jiny ndzev je Peirceova spojka podle logika Charlese
S. Peirce (1839-1914), ktery tuto spojku studoval a zavedl
symbol |. Existuji i dalsi binarni logické spojky? Existuji.
Kazda binarni spojka je popsana svou tabulkou pravdivost-
nich hodnot, binarnich logickych spojek je tedy tolik, kolik
existuje takovych tabulek. Téch je zfejmé tolik, kolika zpt-
soby lze v tabulce
0 1
Ola b
1|lc d
misto a, b, ¢ a d dat pravdivostni hodnoty 0 a 1. Pro a = 0,
b=0,c=0ad =1 dostaneme tabulku spojky A (kon-
junkce), proa =1,b =0, c = 0 a d = 0 dostaneme vyse
uvedenou tabulku spojky |. Za a muzeme dosadit dvé hod-

noty (0 nebo 1), nezdvisle na tom za b také dvé hodnoty
a to samé pro c a d. Je tedy zrejmé, ze celkem existuje

L Viimnéme si ale nasledujici véci. Oznaéuji-li ¢ a 1 vyroky ,Prsf.«
a ,Snézi.“, pak vyrok ¢ | 1 ¢teme ,Ani neprsi, ani nesnézi.“, nikoli
»Ani prsi, ani snézi.“

2.2.2.2 = 2% = 16 moznosti, jak tabulku vyplnit. Existuje
tedy 16 binarnich logickych spojek. Ukazuje je nasledujici
tabulka, ktera uvadi i obvyklé symboly a nazvy nékterych
spojek.

P 0 011 zavedeny symbol, nazev
q 01 0 1 spojky
poiqg |0 0 0 O falsum, vzdy nepravda
posg |1 0 0 O 4, NOR, Peirceova spojka
pogqg |0 1 0 O
pogq |1 1 0 O
posq |0 0 1 O
pogqg |1 0 1 0
porqg |0 1 1 O XOR, vylu¢né nebo
pogg |1 1 1 0], ], NAND, Shefferova spojka
poggqg |0 0 0 1 A, konjunkce
poigq|1l 0 0 1 +>, ekvivalence
poi1q|0 1 0 1 druhé projekce
poiag|1l 1 0 1 —, implikace
poizq|0 0 1 1 prvni projekce
poiaq|1l 0 1 1
poisq|0 1 1 1 V, disjunkce
powgq |1l 1 1 1 verum, vzdy pravda

Prvni dva fadky obsahuji 4 mozné kombinace hodnot vyro-
kovych proménnych p a q, dalsi fadky pak popisuji Sestnact
logickych spojek, které jsou oznaceny o1, ..., 016. VSimnéme
si, ze spojka og je konjunkce: Druhy sloupec, ktery odpovida
situaci, kdy p i ¢ maji hodnotu 0 (tj. e(p) = 0 a e(q) =0
pro prislusné pravdivostni ohodnoceni), ukazuje, ze pravdi-
vostni hodnota p og ¢ je 0 (tj. e(p og q) = 0). Z dalsich tii
sloupcu vidime, Ze p og ¢ ma hodnotu 1 jen v pfipadé Ze p
i ¢ maji hodnotu 1, tedy og je skutecné konjunkce A.

Podivejme se na spojky o7 a o13, tedy spojky, které mu-
Zeme popsat obvyklymi tabulkami nasledovné (v fadcich
jsou hodnoty p, ve sloupcich hodnoty q):

(o4 ‘ 0 1 O13 ‘ 0 1
0110 1 0 10 O
111 0 1 /11

Spojka o7 nabyva hodnoty 1, pravé kdyz ma hodnotu 1 praveé
jeden z argumentl, jinymi slovy, kdyz je pravdivé p nebo g,
ale ne obé. Proto se tato spojka nazyva vyluéné nebo a znaci
se XOR (z anglického eXclusive OR). Spojka o33 zadnou pii-
rozenou interpretaci nemé. Nabyva ale stejné pravdivostni
hodnoty jako prvni argument, a proto se nékdy nazyva prvni
projekce.

I v pripadé unéarnich logickych spojek, tedy spojek s jed-
nim argumentem, plati, Ze jich je vice. Tabulka obecné
unarni spojky ¢ vypadé takto:

cp
a

b

=l k~]

Spojek je tedy tolik, kolika zpusoby lze do tabulky dosadit
hodnoty 0 a 1 za a a b. Mame dvé moznosti pro a a nezavisle
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na tom dvé moznosti pro b, proto existuji celkem 2 -2 = 4
unarni spojky. Zobrazuje je nésledujici tabulka.

P ‘ 0 1 ‘ symbol, nazev
1|0 0 falsum

c2 |1 0 -, negace
c3 |0 1 projekce
cg |1 1 verum

Je ziejmé, Ze co je pravé spojka negace.

Kromé unérnich a bindrnich spojek muZzeme uvazovat
i spojky spojujici vétsi pocet vyroku, napiiklad ternarni
spojky, tedy spojky se tfemi argumenty, a obecné n-arni
spojky, tedy spojky s n argumenty. Otazkou kolik existuje
ternarnich a obecné n-arnich logickych spojek se zabyva
prvni kol (na konci dilu).

2 LOGICKE FUNKCE

Nasledujici tabulka popisuje ternarni spojku f:

f(p,q,r)

el el
— =0 O == OO
—_— 0O = O = O = O3
— O R, OO0O o=

—

[\

—

Tato tabulka vlastné popisuje funkci (neboli zobrazeni),
kterd kazdé kombinaci ti{ vstupnich hodnot 0 a 1 (kombi-
nace jsou v prvnich tfech sloupcich) pfifazuje jednu z hod-
not 0 a 1 (¢tvrty sloupec). Takové funkce se nazyvaji logické
funkce:

Definice 1. Logickd funkce s n argumenty neboli n-drni
logickd funkce (k4 se také booleovské funkce) je libovolné
zobrazeni f : {0,1}" — {0, 1}, tj. zobrazeni pfifazujici kazdé
n-tici hodnot z mnoziny {0, 1} hodnotu 0 nebo 1.

V predchozim dile jsme pro danou formuli urcovali jeji
tabulku pravdivostnich hodnot. Urcovali jsme tedy logickou
funkci reprezentovanou danou formuli. Ted se budeme zaby-
vat obracenou otazkou. Zadame logickou funkci a budeme
hledat logickou formuli, kterd danou funkci reprezentuje.

V dalsim si ukdzeme dtlezitou skutecnost, totiz ze kazdou
n-arni logickou funkci lze reprezentovat formuli, kterd obsa-
huje jen spojky negace, konjunkce a disjunkce. Konstrukeci
takové formule si nyni ukdzeme.

Predpokladejme, ze je dana tabulka popisujici logickou
funkci f s n argumenty. Tabulka ma tedy n+ 1 sloupct, prv-
nich n sloupctt odpovidd n argumentim (sloupce jsou ozna-
éeny pi,...,Pn), posledni sloupec obsahuje hodnoty funkce
f. Tabulka ma zahlavi a dalsich 2™ radkd, protoze existuje
2™ kombinaci hodnot 0 a 1, které tvori argumenty funkce f.
Hodnota funkce f odpovidajici kombinaci vstupnich hodnot
v fadku ¢ je zapsédna v poslednim sloupci radku <. Prikladem
takové tabulky pro n = 3 je pochopitelné vyse uvedend ta-
bulka (2), ve které jsou ovSem sloupce znaceny p, ¢ a r, a ne
P1, P2 & P3.

Formuli, ktera reprezentuje danou logickou funkci, obdr-
zime z tabulky logické funkce nasledujicim algoritmem:

1. Po kazdy tadek i, ve kterém funkce nabyva hodnotu
1 sestrojime konjunkci pfislusnou tomuto fadku. Tato
konjunkce mé tvar L1 A Ly A --- A L,? a sestrojime ji
nasledovné: Pokud je ve sloupci p; fadku i hodnota 1,
je L; rovno p;, pokud je tam hodnota 0, je L; rovno
;.

2. Vysledna formule vznikne jako disjunkce vyse popsa-
nych konjunkci.

Tato vysledna formule je tzv. tplnou disjunktivni nor-
malni formou: Formule, kterd je disjunkci nékolika kon-
junkci, z nichz kazda obsahuje pro kazdy vyrokovy symbol
P1s-..,Pn bud primo symbol p; nebo jeho negaci —p;, se
nazyva tplnd disjunktivni normdlni forma (UDNF). Tedy
napriklad pro symboly p1, p2 a p3 formule

(p1 A =p2 Ap3) V (—p1 Ap2 ADps)

je UDNF, zatimco

(=p1 Ap2 A=p3) V (p2 A ps3)
ne, protoze druhd konjunkce neobsahuje ani p; ani —p;.

Priklad 1. Ukazme si nyni konkrétni priklad popsané kon-
strukce. Uvazujme logickou funkci popsanou tabulkou (2).
Funkce f nabyvd hodnoty 1 v fadcich 1, 2, 6 a 8 (nepoci-
tame zahlavi). V fddku 1 je ve sloupci p hodnota 0, proto je
Ly rovno —p. Ve sloupcich ¢ a r jsou také hodnoty 0, proto
je Ly = =q a Ly = —r. Konjunkce Ly A Ly A Lg odpovidajici
radku 1 je tedy —p A =g A —r. Konjunkce odpovidajici radku
2 je =pA—gAr, protoze v tomto radku maji p, ¢ a r hodnoty
0, 0 a 1. Podobné zjistime, ze konjunkce pro fadky 6 a 8 jsou
pA—gAT apAgAT. Vyslednd formule ¢ je tedy nasledujici
UDNF, kterd reprezentuje danou logickou funkeci f:

(P A=gAN=T)V(pA=gAT)V (PAGAT)V (DAGAT)

Pojem reprezentace logické funkce popisuje presné nésle-
dujici definice.

Definice 2. Formule ¢ s vyrokovymi symboly pi,...,pn
reprezentuje logickou funkci f :{0,1}™ — {0, 1}, pokud pro
kazdou n-tici hodnot by,...,b, € {0,1} plati, Ze hodnota
f(by,...,b,) je pravé pravdivostni hodnota formule ¢ pfi
ohodnocen{ e, pti kterém e(py) = b1, ..., e(pn) = bp.

Volné feceno to znamend, ze dosadime-li do formule
@ za jeji vyrokové symboly pi,...,p, vstupni argumenty
b1,...,b, (coz jsou hodnoty 0 a 1) funkce f, bude prav-
divostni hodnota formule ¢ stejnéd jako hodnota funkce f.
To tedy znamend, ze pokud sestrojime tabulku pravdivost-
nich hodnot formule, ktera reprezentuje logickou funkci po-
psanou zadanou tabulkou, dostaneme tabulku se stejnymi
hodnotami jako jsou v pivodni tabulce. Ovéite, ze UDNF,
kterou jsme sestrojili, skute¢né reprezentuje logickou funkci
popsanou tabulkou (2).

Nyni si predvedeme dukaz, ze uvedeny algoritmus fun-
guje spravné nejen pro logickou funkci uvazovanou v pfi-
kladu 1, ale vzdy, kromé piipadu, kdy dané formule je kon-
tradikce (nabyva vSude hodnoty 0).® Uvazujme libovolnou

2 L1 ALy A--- A Ly je tzv. Gplna elementdrni konjunkce. Zavorky
zde neni potieba pouzivat, protoze konjunkce je asociativni: ¢ A () Ax)
m4é stejnou pravdivostni hodnotu jako (¢ A ) A x.

3 Pak by algoritmus nevybral zddnou konjunkci, a sestrojil by tedy
»prazdnou UDNF*.
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logickou funkci f s n argumenty, kterd neni kontradikce,
jeji tabulku pravdivostnich hodnot a vyslednou formuli ¢ ve
tvaru UDNF, kterou vytvoii nas algoritmus. Musime ukazat,
Ze pro libovolnou volbu argumentt by, . . ., b, (to mohou byt
0 a 1) a odpovidajici ohodnoceni e, pro které je e(p;) = by,
.oy e(pn) = by je f(b1,...,b,) =1, pravé kdyz e(p) = 1.

Pokud je f(b1,...,b,) = 1, pak v fadku tabulky, ktery
odpovida kombinaci by, ..., b,, je v poslednim sloupci hod-
nota 1, a tedy formule ¢ obsahuje prislusnou konjunkci
LiA---ALy vytvorenou algoritmem. Je snadné si uvédomit,
ze tato konjunkce nabyva hodnoty 1: Je-li b; = 1, je L; = p;,
tedy e(Li) = e(p;) = by = 1; je-li b; = 0, je L; = —p;, tedy
e(L;) = e(-p;) = ne(p;) = by =-0=1; Ly A--- A L, je
tedy konjunkci formuli, z nichz kazda je v daném ohodnoceni
e pravdiva, L1 A--- A L, je tedy v daném ohodnoceni sama
pravdiva, tj. e(L1 A -+ A Lp) = 1. Protoze ¢ je disjunkef
nékolika konjunkci a jednou z nich je pravdiva konjunkce
Ly A-+- ALy, je ¢ pii ohodnoceni e pravdivi, tj. e(¢) = 1.

Pokud je naopak e(p) = 1, musi{ byt pravdivd nékterd
z konjunkci, ze kterych se ¢ sklada. Necht je to konjunkce
LiN---ALy. Podle toho, jak algoritmus konjunkce vytvari,
je jasné (podobnou uvahou jako vyse), Ze tato konjunkce
byla sestrojena pravé na radku, ve kterém se nachazi kom-
binace by,...,b,. V poslednim sloupci tohoto fadku musim
byt hodnota 1 (jinak by tam algoritmus tuto konjunkei ne-
vytvoril), coz ale znamend, ze f(by,...,b,) = 1. Dukaz je
hotov.

Misto UDNF jsme mohli pouzit ,dudlni“ tvar formule,
ve kterém se zaméni role konjunkce a disjunkce: Formule,
ktera je konjunkei nékolika disjunkei, z nichz kazdé obsahuje
pro kazdy vyrokovy symbol pq, ..., p, bud primo symbol p;
nebo jeho negaci —p;, se nazyva upind konjunktioni normalni
forma (UKNF). Pro symboly py, ps a ps je formule

(p1 V2 Vp3)A(p1V —p2V—p3)

UKNF. K sestrojeni UKNF, kterd reprezentuje logickou
funkci zadanou tabulkou, mizeme pouzit algoritmus po-
dobny vyse uvedenému algoritmu pro UDNF. Zmény oproti
vyse uvedenému algoritmu jsou tyto:

— prochazime tadky tabulky, ve kterych je v poslednim
sloupci hodnota 0 (a ne 1);

— pro kazdy takovy radek sestrojime disjunkci L1 V- - -V L,
(a ne konjunkci);

— pokud je ve sloupci p; fadku ¢ hodnota 1, je L; rovno
-p;, pokud je tam hodnota 0, je L; rovno p; (to je
opacné nez ve vyse uvedeném algoritmu);

— vyslednd UKNF je konjunkei takto vytvofenych dis-
junkci.

Zduvodnéte, pro¢ tento postup vede k vytvoreni formule ve
tvaru UKNF, kterd reprezentuje danou logickou funkci.

Priklad 2. Je déna formule (p — ¢) A (p — r). Sestrojime
UDNF a UKNF, které jsou ekvivalentni se zadanou formuli.
Nejdrive sestrojime tabulku dané formule, tj. tabulku popi-

sujici logickou funkci, kterou tato formule reprezentuje:

p g rllp=>gNp—r)

0 0 0 1

00 1 1

01 0 1

01 1 1 (3)
100 0

10 1 0

110 0

11 1 1

Projdeme tadky, ve kterych ma formule (p — ¢) A (p — 1)
pravidvostni hodnotu 1, vytvorime prislusné konjunkce a na-
piseme je do sloupce oznaceného ,,UDNF¥. Poté projdeme
radky, ve kterych ma formule pravidvostni hodnotu 0, vy-
tvorime prislusné disjunkce a napiseme je do sloupce ozna-
¢eného ,,UKNF*“. Dostaneme tak nasledujici tabulku.

p g rl(p=o>gAN(p—r) UDNF UKNF
0 0 O 1 —p A g N —r

0 0 1 1 “pAgAT

01 0 1 “pAgA-r

0 1 1 1 “pAgAT

1 0 0 0 -pVqgVr
1 0 1 0 —pVqV-r
1 1 0 0 “pV-ogVr
1 1 1 1 PAGAT

Vysledna UDNF vznikne disjunkei z konjunkei uvedengch
v prislusném sloupci. Je to tedy formule

(mPA=gA=T)V (ZPpAGAT )V (pAGA=T )V (ZpAGAT)V (DAGAT).

Podobné vysledng UKNF vznikne konjunkei z disjunkef uve-
denych ve sloupci pro UKNF, je to tedy formule

(=pVqVr)A(=pVaqV-r)A(=pV-qgVr).
Priklad tim kond¢i.

To, ze ke kazdé logické funkci (kromé kontradikce) mu-
7eme sestrojit ve vySe uvedeném smyslu jeji UDNF a ze
v UDNF se nevyskytuji jiné spojky nez =, A a V znamen,
Ze systém spojek {—, A, V} staci pro reprezentaci jakékoli lo-
gické funkce. (Kontradikci miiZzeme reprezentovat napiiklad
formuli p A —p.) Takové systémy se nazyvaji funkéné uplné.

Definice 3. Systém {ci, ..., cx} logickych spojek je funkéné
uplny, jestlize lze kazdou logickou funkci f s m argumenty
reprezentovat néjakou logickou formuli, ktery obsahuje jen
spojky ze systému {cy,...,cp}.

Na konci prvniho dilu jsme si ukazali, ze

(4)

tedy Ze formule pVq a ~(—pA—q) jsou ekvivalentni, coz podle
definice znamenad, ze pro kazdé pravdivostni ohodnoceni e
je pravdivostni hodnota e(p V ¢) stejnd jako pravdivostni
hodnota e(—(=p A —q)). To je vidét z nasledujici tabulky
pravdivostnich hodnot:

pVq=-(=pA-gq),

p q|pVg —(-pA-q)
0 0] 0 0
0 1] 1 1
1ol 1 1
1 1] 1 1
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Spojku disjunkce (V) tedy mizeme definovat pomoci negace
a konjunkce (= a A). Kazdou formuli, obsahujici jen spojky
=, A a V, tedy muzeme prevést na ekvivalentni formuli ob-
sahujici jen = a A: vyskyty spojky V postupné odstranime
dle (4). Napriklad formuli

pV (=g A (rV-p))

prevedeme (ndhradou prvniho vyskytu V zleva) na

=(=p A =(=g A (rV —p)))

a nakonec na

2(=p A =(=g A =(=r A ==p))).

Vzhledem k tomu, Ze systém spojek {—, A, V} stadi pro re-
prezentaci jakékoli logické funkce, ma tedy tuto vlastnost i
systém {—, A}, ktery obsahuje jen dvé spojky: K dané logické
funkci mtizeme sestrojit odpovidajici formuli obsahujici jen
=, A a V (takovou formuli je napt. jeji UDNF), tu pak pre-
vedeme na formuli obsahujici jen = a A, jak ukazuje pravé
uvedeny priklad.
Podobné plati (ovétte):
pAg=-(-pV—q), tj. A lze definovat pomoci = a V,
p—q="pVg,
p—q=-(pA—q),
pVg=-p—g,
pAq=—(p— ),

tj. — lze definovat pomoci — a V,
tj. — lze definovat pomoci — a A,
tj. V lze definovat pomoci = a —,

tj. A lze definovat pomoci = a —.

Protoze vime, Ze systém {—,A,V} je funkéné tuplny, je
funkéné tplny i systém {—, V}: konjunkei A lze totiz vyjadrit
pomoci — a V, a tudiZ ji nepotiebujeme. Systém {—, —} je
také funkéné tplny: konjunkei A i disjunkci V lze dle toho,
co jsme pravé uvedli, vyjadrit pomoci = a —. Formuli, ktera
obsahuje jen =, A a V muzZeme totiz prevést na formuli ob-
sahujici jen — a —. Napriklad formuli

pA(qV-r)

prevedeme dle vysSe uvedenych ekvivalenci na

=(p = =(qV-r))

a pak na
=(p = =(g = =)

Plati tedy nésledujici véta:

Véta 1. Kazdy z ndsledujicich systémi spojek je funkcné
uplny, tedy staci k vyjdadrend libovolné logické funkce:

{_'v A, \/}7
{j>/\};
{-, v},
{_‘7—>}'

Vznika otézka, zda existuje systém s pouhou jednou spoj-
kou, ktery je funkéné uplny. Takova spojka musi byt pocho-
pitelné bindrni, protoze z unarni spojky lze vytvorit pouze
formule s jednim vyrokovym symbolem (pro negaci jsou to
formule —p, =—p, =——p atd.). Spojka A ale nestadi, tj. sys-
tém {A} neni funkcné tplny. To vyplyva z nasledujici tivahy.
Spojka A je monotonni, tj. ¢im vétsi jsou jeji argumenty, tim
vétsl je jeji vysledek (presnéji: kdyZz pro pravdivostni hod-
noty a,b,c,d € {0,1} jea<bac<d, pakjeaAc<bAd).

Snadno se ukéze, ze skladdnim monoténnich funkci muze
vzniknout jen monoténni funkce. Ale negace neni mono-
tonni, nebot 0 < 1, ale =0 £ —1. Tedy negaci nelze vyjadrit
jen pomoci A. Podobné 1ze ukédzat, ze ani {V} ani {A} nejsou
funkéné dplné.

Existuji vsak dvé binarni logické spojky, z nichz kazd4 ma
tu zajimavou vlastnost, ze sama tvori funkéné iplny systém.
Prvni z nich je Peirceova spojka |, kterou jsme si uvedli na
zacatku tohoto dilu. Je definovdna tabulkou (1), tedy:

—= Of<—
O =[O
O O =

K prokdzéani, ze systém {]} je funkéné tplny, staci ovéfit
naptiklad to, ze jak negaci —, tak konjunkci A lze vyjadrit
pomoci | (vime totiz, ze {—, A} je sdm o sobé funkéné uplny
systém). Snadno se ale ovéri, ze

plp,
(rlp)l(glaq).

-p
PAq

Ovérte to: vytvorte tabulky pravdivostnich hodnot pro for-
mule plpa(plp)l(qlq).

Druhou bindrni logickou spojkou, kterda sama tvori
funkéné dplny systém, je Shefferova spojka 71, kterou jsme
také zavedli na zacatku tohoto dilu. Je dana nasledujici ta-
bulkou:

— Ol—
— = O
O |

Ukéazat, ze T je funkéné Uplnd, je predmétem tikolu na konci
tohoto dilu.

3 ZKRACOVANI LOGICKYCH FORMULI

Pro ¢lovéka neni prijemné pracovat s dlouhymi formulemi.
Jsou neprehledné a tézko se chépe jejich smysl. V predchozi
kapitole jsme napiiklad odvodili UDNF

(mPAGNA=T)V (ZpA=gAT )V (ZpAGA=T)V (ZpAGAT )V (PAGAT),

coz je formule, kterd sice reprezentuje logickou funkei (3),
ale neni snadné ji precist a pochopit jeji smysl. Upfednost-
nili bychom formuli ekvivalentni, ale kratsi. Je to podobna
situace, jako kdyz to, co lze popsat kratkou vétou nebo sou-
vétim, popiseme souvétim, které je zbytecné dlouhé. Pti po-
uziti logiky v umélé inteligenci je skute¢né casto potieba
predlozit uzivateli formuli, kterd je kratka. Takova formule
muze napiiklad uzivateli poskytovat informaci o tom, co je
ulozeno v datech, a pokud je to formule dlouhd, neni uzi-
teCna.

Predstavime si nyni metodu pro hledani kratké formule,
ktera je ekvivalentni zadané logické formuli. Jde o metodu
tzv. Karnaughovy mapy, kterou navrhl americky matematik
a fyzik Maurice Karnaugh (nar. 1924) [1]. Metodu vysvét-
lime pouze pro pripad, kdy formule obsahuje pravé 4 vyro-
kové symboly, p, g, r a s.

K zadané logické formuli ¢ nejdiive sestrojime jeji tabulku
pravdivostnich hodnot, tedy popiSeme pravdivostni funkci f,
kterou tato formule reprezentuje. Tuto tabulku ale nakres-
lime jinak, nez jak jsme to délali doposud. Tabulka, kterou
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budeme pouzivat, se nazyva Karnaughova mapa. Prikladem
je nasledujici tabulka (mapa).

rs\PZ | 00| 01 | 11 | 10
00 1]11]10]0
01 1117010 (5)
11 o1 (1]1
10 0|1]0]0

Tato mapa popisuje logickou funkci f nasledovné. Prvni 1é4-
dek obsahuje mozné kombinace hodnot proménnych p a q
(prvni je hodnota p, druhd je hodnota ¢), tj. 00, 01, 11, 10.
Podobné prvni sloupec obsahuje kombinace hodnot promén-
nych r a s. Vsimnéte si, ze tyto kombinace v prvni radku
i v prvnim sloupci jsou rfazeny tak, ze dvé sousedni se lisi
pravé v jedné pozici, coz je pro metodu dulezité.

Hodnoty logické funkce jsou v mapé zapsiny prirozeneé:
Naptiklad hodnota f(0,1,1,0), je zapsdna na pruseciku
sloupce nadepsaného 01 (hodnota p je 0, hodnota ¢ je 1)
a Fadku nadepsaného 10 (hodnota r je 1, hodnota s je 0).
Na tomto misté je 1, coZ znamend, ze f(0,1,1,0) = 1. Na
pruseéiku sloupce 11 a ¥adku 00 je 0, tedy f(1,1,0,0) = 0.

Kratkou formuli, ktera reprezentuje funkci popsanou Kar-
naughovou mapou, vytvorime nésledovné. Tam, kde jsou
v mapé zapsané hodnoty funkce f, se snazime najit ma-
ximalni obdélnikové ¢asti, které jsou plné jednicek. Pritom
pocet policek pokrytych obdélnikem musi byt mocninou
dvojky, tedy 1, 2, 4, 8. Prikladem je nasledujici obdélnik,
ktery sestava z policek s tuéné napsanou jednickou.

rs\P? [ 00 [ 01|11 |10
00 11010
01 11100
11 O|1 1|1
10 0|1]0]0

Dalsi dva obdélniky jsou znadzornény v nasledujicich tabul-
kach.

rs\P9 [ 00| 01 | 11| 10 rs\P9 [ 00| 01 ] 11 |10
00 11170]0 00 11170]0
01 171,010 01 11110]0
11 o111 11 01111
10 011010 10 011700

Vsimnéte si, ze druhy obdélnik se prekryva s prvnim. Ta-
kové prekryvy jsou povolené. Vsimnéme si také, ze vSechny
tyto obdélniky jsou maximalni: zddny neni mozné zvétsit
do sirky, ani do vysky, aniz bychom porusili podminku, ze
v obdélniku musi byt jen jednicky. Ani tfeti obdélnik neni
mozné zvétsit: Kdybychom pridali jednicku ve sloupci 01
a radku 11, ziskali bychom sice vétsi obdélnik, ale pokryval
by 3 policka, coz nelze, protoze 3 neni mocninou dvojky.
Snazime se najit nejmensi pocet takovych obdélniki, které
pokryvaji vSechny jednicky v tabulce. Nase tii obdélniky to
ziejmé splnuji. Ke kazdému obdélniku nyni sestrojime kon-
junkci z vyrokovych symbolti p, ¢, r a s a negaci téchto sym-
boli. Takova konjunkce nemusi obsahovat kazdy vyrokovy
symbol, jako tomu bylo p¥i konstrukci UDNF. Konstrukce
takové konjunkce bude zfejméa z prikladi. Prvni obdélnik
odpovidé sloupctim 00 a 01 a fadkam 00 a 01. Sloupce od-
povidaji symbolim p a q. Protoze hodnota p ve sloupcich
obdélniku se neméni (je 0), zahrneme p do vytvafené kon-
junkce, ovsem vzhledem tomu, ze hodnota p je 0, zahrneme

tam —p. Hodnota ¢ ve sloupcich obdélniku se méni (jednou
je 0, jednou 1), proto tam ¢ nezahrneme. Podobné pro fadky:
do vytvarené konjunkce zahrneme —r, protoze hodnota r se
neméni a je 0; hodnota s se méni, proto s ani —s nezahrnu-
jeme. Z prvniho obdélniku tedy vytvorime konjunkci

Sp AT
7 druhého obdélniku vytvorime konjunkci

pAg,

protoze ve sloupci 01 tohoto obdélniku se hodnoty p a ¢
neméni, zatimco v Fadcich tohoto obdélniku (00, 01, 11 a 10)
se méni jak hodnota r, tak hodnota s. Z tietiho obdélniku
vytvoiime konjunkci

PATNS,

protoze ve sloupcich tohoto obdélniku se neméni hodnota p,
tato hodnota je 1 a v fadcich se neméni hodnoty r ani s
a tyto hodnoty jsou v obou ptipadech 1.

Tyto konjunkce nakonec spojime v disjunkci, ¢imz dosta-
neme vyslednou formuli

(p A=)V (mp AV (P AT A s).

Dostali jsme tak pomérné kratkou formuli reprezentujici lo-
gickou funkci 4 argumenti, kterd je popsana vyse uvedenou
tabulkou. Uvédomte si, ze kdybychom sestrojili UDNF této
funkce, byla by to disjunkce sestavajici z osmi konjunkci,
pritom kazda z téchto konjunkci obsahuje vSechny ¢tyti vy-
rokové symboly. Formule sestrojend Karnaughovou mapou
je tedy mnohem kratsi.

Ukol 1 8 bodii

V kapitole 1 tohoto dilu jsme odvodili, ze existuji 4
unarni logické spojky a 16 binarnich spojek. Uvédomme
si, ze v principu muzeme uvazovat také ternarni spojky
(tj. spojky se 3 argumenty) a obecné i n-drni spojky. Na~
priklad tabulka

c(p,q,7) d(p,q,7)
0 0

el el el ===l k]
= -0 O F M= O O
_ O~ OO O
= O O OO OO
== OO M-=OM

popisuje dvé ternarni spojky, ¢ a d. Spojku c lze pritom
chapat jako ternarni konjunkci, protoze nabyva hodnoty
1 pravé v pripadé, ze vSechny tfi argumenty jsou prav-
divé. Spojka d se nazyva podminéna disjunkce a zavedl ji
americky logik Alonzo Church. Slovné ji Ize popsat takto:
jestlize p, potom ¢, jinak 7.

Lze ji vyjadfit napriklad formuli (p — ¢q) A (=p — r),
popr. formuli (pAq)V (mp AT).

Otézka: Kolik existuje ternarnich logickych spojek? Zdu-
vodnéte.

Obecnéji muzeme uvazovat m-arni logické spojky, tedy
spojky s n argumenty. Cést tabulky popisujici takovou
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spojku c je zde:

1 P2 pn | c(p1,-...pn)
0 0 0 0
0 0 1 1
11 1 1

Otéazka: Kolik existuje n-arnich logickych spojek? Zdu-
vodnéte.

Ukol 2 8 bodu

e Najdéte k formuli p +> (=g V r) ekvivalentni formuli,
ktera obsahuje jen spojky — a —.

e Najdéte k formuli p XOR —q ekvivalentni formuli,
ktera obsahuje jen spojky — a A.

e Dokazte podobné jako jsme to udélali pro Peirceovu
spojku, ze Shefferova spojka 1 sama tvori funkéné
uplny systém.
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Ukol 3 9 bodi

Pomoci Karnaughovy mapy sestrojte kratkou logickou
formuli, kterd reprezentuje nésledujici logickou funkci.
Funkce f mé ¢tyri argumenty a nabyva hodnoty 1, prave
kdyz pocet jejich argumentii, které jsou jednicky, je sudy.
Tedy je f(0,0,0,0) = 1 (nula je sudé ¢islo), f(0,1,0,0) =
0 (pouze jeden argument je jednicka), f(0,1,0,1) = 1
(dva argumenty maji hodnotu 1) apod.
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