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Matematicka logika a strojové mysleni, 4. dil
Radim Bélohlavek

V tomto dile se sezndmime s fuzzy logikou. K vytvoreni
fuzzy logiky vedly nékteré zasadni nedostatky klasické lo-
giky, zejména jeji omezena schopnost pracovat s nepresnymi
pojmy, tedy s pojmy, které ¢loveék bézné pouziva. Fuzzy lo-
gika predstavuje moderni smér. Stala se dilezitym pilifem
umélé inteligence a nalezla uplatnéni v mnoha vyrobcich,
které bézné pouzivame.

1 VZNIK FUZZY LOGIKY

Jen nékolikrat se v historii logiky stalo, ze vznikla vy-
znamnd alternativa k hlavnimu proudu predstavovanému
klasickou logikou. Jednou z takovych alternativ je fuzzy lo-
gika. Vznikla zhruba pred padesati lety v pracich amerického
inZenyra a matematika Lotfiho Askera Zadeha (1921-2017).
V roce 1965 zverejnil ¢asopis Information and Control jeho

Obrézek 1: Lotfi Zadeh v roce 2004.

praci ,Fuzzy sets“. Zadeh v této praci upozornil na to, ze
zakladni pojem klasické matematiky — pojem mnoziny — je
v mnoha situacich nedostacujici. Mnoziny reprezentuji to,
¢emu bézné fikdme soubory nebo seskupeni néjakych ob-
jektl. Seskupenym objektim se fikd prvky dané mnoziny.
Méme napriklad mnozinu sudych cisel, jejimiz prvky jsou
suda ¢isla, nebo mnozinu stati Spojenych stata americkych,
ktera ma padesat prvkia. Charakteristickym rysem mnozin
je, ze libovolny prvek do dané mnoziny bud patii, nebo ne-
patii. To je v souladu se zdkladnim principem klasické lo-
giky, podle kterého kazdé tvrzeni, tedy i tvrzeni ,prvek patii
do mnoziny“, je bud pravdivé, nebo nepravdivé. Zadeh upo-
zornil na to, Ze seskupeni, se kterymi v bézném zivoté pra-
cujeme, tento rys postradaji a jsou tedy zasadné jina.
Tvori napiiklad hodnoty (v torrech), odpovidajici pojmu
normding krevni tlak mnozinu?' Do ni by jisté patfila hod-
nota 120 a naopak nepattila hodnota 60. Musely by ale exis-
tovat hranicni hodnoty ¢ < t9 ostie oddélujici hodnoty nor-
malniho krevniho tlaku. Krevni tlak ¢ by tedy byl normalni,
pravé kdyz by byl mezi t; a to.? Pak by ale pro libovolné
malou odchylku € krevni tlak ¢; — e nebyl normalni, zatimco

I Myslime systolicky tlak.
2 Pro nasi tivahu je nepodstatné, zda to znamena t; < t < t2, nebo
t1 <t < to.
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tlak ¢; 4+ ¢ by norméln{ byl. To je ale absurdni (pfedstavme
si tfeba e = 0.1) — tak pfece clovék pojem normdlni krevni
tlak nechape.

Zadeh si vsiml, ze klasicky pojem mnozina je v situacich
podobnych té vyse popsané nedostatecny. Ukézal, ze z hle-
diska aplikaci je toto pozorovani zcela zdsadni, Ze tedy nejde
o néjaky okrajovy jev, o anomadlii, ktera je zajimava jen z te-
oretického hlediska. Vyrazy jako ,vysoka venkovni teplota“,
,hizké otacky motoru“, ,nadvaha“ a podobné — tvrdil Za-
deh — jsou v nasem kazdodennim uvazovani a rozhodovani
vsudypritomné a nevyhnutelné. Abychom s nimi mohli pra-
covat, navrhl Zadeh novy pojem — pojem fuzzy mnoziny —
ktery zminéné nedostatky nema. Zakladni myslenka fuzzy
logiky spociva v tom, ze prislusnost prvku k fuzzy mno-
ziné je otdzkou miry — nemé povahu bud-anebo rozhodo-
vani, a neni tedy ,Cernobild“. Po padesati letech 1ze kon-
statovat, ze Zadehuv napad byl neobycejné tspésny. Jeho
prace o fuzzy mnozindch z roku 1965 patfi mezi nejcito-
vanéjsi prace v historii matematiky, logiky a informatiky
a vedla k rozvoji fuzzy logiky jako nové védni oblasti. Ta
mé dnes nejen propracované teoretické zaklady, ale muze
se pochlubit i obrovskym komerénim uspéchem. S trochou
nadséazky lze fici, ze fuzzy logika je vsude kolem nas.

2 FuzzYy MNOZINY

Nevhodnost pojmu klasickd mnozina, o které jsme hovo-
rili vyse, plyne z toho, ze vyroku ,,objekt x patii do mnoziny
A je klasickd matematika v souladu s principy klasické lo-
giky ochotna pfiznat pouze dvé mozné pravdivostni hodnoty
— pravda a nepravda, nékdy oznacované 1 a 0. Fuzzy lo-
gika tento princip, zvany princip bivalence, neprijima. Podle
fuzzy logiky muze byt vyrok pravdivy i jen do urcité miry,
tj. pravdivy v ur¢itém stupni, ktery je mezi 0 a 1, napr.
0.8. Stupné pravdivosti predstavuji zobecnéné pravdivostni
hodnoty, pficemz klasické pravdivostni hodnoty 0 a 1 jsou je-
jich hrani¢nimi pripady. Tedy napiiklad zatimco vyrok ,120
torri je normalni krevni tlak“ ma v souladu s predchozi
tvahou pravdivostni hodnotu 1 a vyrok ,60 torrd je nor-
malni krevni tlak“ hodnotu 0, vyroku ,100 torr je nor-
malni krevni tlak“ muzeme prifadit pravdivostni hodnotu
0.5. Tim vyjadiime, Ze krevni tlak 100 torru sice neni Gplné
normalni, ale do jisté miry ano.

Tak lze hovorit o fuzzy mnoziné A hodnot normélniho
krevniho tlaku. Klasickou mnozinu A 1ze chépat jako zobra-
zeni

A:U = {0,1},

které kazdému prvku u z daného univerza U uvazovanych
prvku pritadi 1 (tedy A(u) = 1), pokud u patii do A, a které
pritadi 0, pokud v do A nepatii. Fuzzy mnoZina v univerzu
U je pak zobrazeni

A:U = [0,1], (1)
které kazdému prvku w z U pfifadi stupeni A(u) ndlezeni
prvku u do fuzzy mnoziny A. Cim vétsi je A(u), tim vice
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Obréazek 2: Normalni krevn{ tlak jako klasickd mnozina (vlevo) a jako
fuzzy mnozina (vpravo).

prvek u do A patii. Obrazek 2 ukazuje klasickou mnozinu
a fuzzy mnozinu, které popisuji pojem normdlni krevni tlak.
Fuzzy mnoziny, na rozdil od klasickych, nejsou ¢ernobilé,
nemaji ostré hranice — mezi moznostmi ,byt prvkem* (1)
a ,nebyt prvkem* (0) je celd skala mezilehlych moznosti,
totiz byt prvkem v jistém stupni“ (napf. ve stupni 0.8).
Tyto stupné nemusi tvorit cely interval [0, 1], jako tomu bylo
vyse, viz (2). Muzeme uvazovat i koneénou mnozinu L prav-
divostnich hodnot, naptiklad L = {0, 1/4,1/2,3/4,1}. V tomto
pripadé bychom tyto stupné nélezeni do fuzzy mnoziny ché-
pali naptiklad jako ,viibec ne“, ,jen trochu®, ,castecné®,
»,do znacné miry“, a ,zcela“ a fuzzy mnozina by byla zob-
razenim
A:U — {0,1/4,1/2,3/4,1}. (2)
Priklad 1. Necht U = R (redlna ¢isla), L = [0, 1]. Uvazujme
fuzzy mnozinu A : U — L definovanou takto:

0 pro u < 4,
r—4 prod <u<h,
Alu) = 6—x prob<u<6,
0 pro u > 6.
Tato fuzzy mnozina reprezentuje mozny vy-
znam  vyrazu  ,priblizné 5 a  vypadd takto:
i
I B A

Priklad 2. Vyraz ,dobré (formélni) vzdélani“ mizeme re-
prezentovat fuzzy mnozinou A : U — {0,0.1,...,0.9,1}
Vv univerzu

U = {Zadné, zdkladni, stfedni, Bc., Ing., Mgr., Ph. D.},
ktera je definovand takto:

A = {%zidné,*!/zakladni, °-5/st¥edni,
9%/Bc.,"?/Ing., *?/Mgr., '/Ph. D.}.
Tento zépis znamend, ze A(Bc.) = 0.8 atp.
Dilezitym pojmem, ktery propojuje klasické a fuzzy mno-
ziny, je pojem ftez. Pokud a je pravdivostni hodnota, pak

a-rez fuzzy mnoziny A v univerzu U je klasickd podmnozina
%A mnoziny U definovand predpisem

“A={ueU|A(u) > a}.

Rez ®A tedy obsahuje ty prvky, které do A patif ve stupni
a nebo vyssim. Pojem fezu ilustruje nasledujici obrazek.

Priklad 3. Uvazujme fuzzy mnozinu
A ={"?/u1, %% uy, " fus, O ua, Hus}.

Jeji a-Tfezy proa =0.1,a=04,a=05aa =1 jsou

1A = {uy,ug,us,ug,us},
44 = {ug,ug,us},
0'5A = {UQ, U4, U5},

A = {us).

Vyznam ezl spociva v tom, ze umoznuji fuzzy mnoziny
reprezentovat pomoci klasickych mnozin. Pro danou fuzzy
mnozinu A : U — L muzeme totiz uvazovat systém vsech
jejich a-fezt1, tedy systém

{"A|acL}).

To je systém klasickych mnozin. Z tohoto systému lze v pti-
padé potfeby ptvodni fuzzy mnozinu sestrojit. To si uké-
zeme za zjednodusujiciho predpokladu, ze mnozina L prav-
divostnich hodnot je konecna. Jak se snadno presvédcime,
plati pak

A(u) =max{a € L |u € “A}.

Tedy stupen A(u), ve kterém u patii do A, se rovnd nejvét-
$imu stupni a, ktery méa tu vlastnost, ze prislusny fez A
obsahuje prvek w.

3 FUZzY LOGIKA JAKO LOGIKA

Odmitnuti principu bivalence, tj. pripusténi moznosti,
Ze existuji vyroky, které nemusi byt (Uplné) pravdivé, ani
(Gplné) nepravdivé, je radikdlni krok. Timto krokem totiz
opoustime svét klasické logiky duvérné znamy od doby Aris-
totela. Opoustime tim také svét, ve kterém se od antiky roz-
vijela veskerd matematika, prirodovédné i humanitni obory,
i celd zapadni filozofie. Novy svét, do kterého vstupujeme, je
svétem jiné logiky. Zda je tato logika — tedy fuzzy logika —
zivotaschopnou, plnohodnotnou alternativou logiky klasické
a zda se muze stat, podobné jako se stala logika klasicka,
zékladem matematiky — tentokrite vSak matematiky jiné —
a metodickym zakladem dalsich obort, je zasadni, mnoho-
vrstevna a znacné slozitd otazka. V této kapitole se poku-
sime ukazat nékteré z principu fuzzy logiky jako formalni
logiky.

Vénujme se nejprve otdzce logickych spojek ve fuzzy lo-
gice. Jak vime, v klasické logice je logickd spojka popséna
tabulkou, kterd popisuje jeji vyznam (jeji tzv. pravdivostni
funkei). Naptiklad tabulka konjunkce vypadd takto:

— O >
o OO
— O
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Stejné jako v klasické logice musi i ve fuzzy logice konjunkce
prifazovat dvéma pravdivostnim hodnotdm, a a b, vysled-
nou pravdivostni hodnotu a A b,® a to tak, aby a A b byla
pravdivostni hodnota konjunkce dvou tvrzeni, z nichz jedno
maé pravdivostni hodnotu a a druhé b. Prirozenou moznosti
ve fuzzy logice je definovat

a A'b=min(a,b).

Pokud je tedy vyrok ,Je zima.“ pravdivy ve stupni 0.5 (tj.
mé pravdivostni hodnotu 0.5) a vyrok ,Je jasno.“ ve stupni
0.8, je vyrok ,Je zima a je jasno.“ pravdivy ve stupni 0.5,
nebot 0.5 = min(0.5,0.8). Tato konjunkce se nazyva Gode-
lova, protoze jako prvni pouzil minimum jako vicehodnoto-
vou konjunkci Kurt Godel.

Existuje vSak i jind moznost, kterd se ve fuzzy logice po-
uziva, tzv. Goguenova konjunkce, kterd je definovana pred-
pisem

aNb=a-D.

Pak by konjunkce vyse zminénych vyroki byla pravdiva ve
stupni 0.4, nebot 0.4 = 0.5 - 0.8. Tteti moznosti je pak tzv.
Lukasiewiczova konjunkce, ktera je definovana predpisem

aANb=max(0,a+b—1).

Grafy téchto t¥i uvedenych konjunkci vidime na obrazku 3.
7 téchto grafu je zfejmé, Ze vSechny tyto konjunkce maji
spolec¢né jisté vlastnosti. VSimnéme si nejdiive, ze vSechny
rozsifuji (zobectniuji) klasickou konjunkei, a to v tom smyslu,
ze jsou-li jejich argumenty a a b hodnoty 0 nebo 1, davaji
stejny vysledek jako klasicka konjunkce. VSechny také spl-
nuji nasledujici podminky:

an(bAre) = (and)Ac, (3)
aNb = bAa, (4)
je-lia<b pakaAc<bAc, (5)
anNl = a. (6)

To jsou zakladni vlastnosti, které konjunkce ve fuzzy lo-
gice musi splnovat. Uvedené tii konjunkce jsme nevy-
brali nahodou. Omezime-li se na konjunkce, které jsou na-
vic jako funkce spojité,* pak lze ukédzat, ze kazdou kon-
junkci lze jistou konstrukei sestrojit z Godelovy, Goguenovy
a Lukasiewiczovy konjunkce.

Logické spojky jsou v klasické logice zakladem pro logické
odvozovani, pro operace s mnozinami i pro dalsi konstrukce,
které maji logickou povahu. Ve zbytku této kapitoly nazna-
¢ime, jak je tomu ve fuzzy logice.

Uvazujme klasické mnoziny A a B. Jejich prunik, AN B,
je definovan predpisem

AnNB={ueU|lue Aaue B}

Pro nase potfeby ted budeme tyto mnoziny chapat jako
funkce prislusnosti A : U — {0,1} a B : U — {0,1} v da-
ném univerzu U, tj. A(u) = 1, znamend, ze u patii do A.
Snadno vidime, ze prinik lze popsat takto:

(AN B)(u) = min(A(u), B(u)).

3 Spravné bychom méli odliSovat symbol spojky, A, od pravdivostni
funkce, A". Pro jednoduchost budeme oboji oznacovat stejnym symbo-
lem, A.

4 Pokud é&tenaf nezni pojem spojitosti funkce, miiZe si predstavit,
ze graf takové funkce neobsahuje zddné skoky, tj. neni nikde preruseny.

Obrézek 3: Tti zakladni konjunkce ve fuzzy logice: nahore Godelova
(minimum), uprostfed Goguenova (soucin), dole Lukasiewiczova.

Vyraz min(A(u), B(u)) pfitom odpovidd tomu, ze apliku-
jeme klasickou konjunkci (ta je vyjiddiena funkci min) na
pravdivostni hodnoty A(u) a B(u). Tento prunik je zndzor-
nén na obrazku 4.

Ve fuzzy logice se prunik fuzzy mnozin A : U — [0,1] a B :
U — [0,1] definuje v principu stejné, tedy opét pfedpisem

(AN B)(u) = min(A(u), B(u)).

Rozdil je v tom, ze A(u) a B(u) jsou nyni obecné stupné
pravdivosti z intervalu [0, 1] a Ze min reprezentuje Gédelovu
konjunkci. Takovy prinik fuzzy mnozin je zndzornén na ob-
razku 5.

Priklad 4. Urcime prunik fuzzy mnozin A a B v univerzu

A ANB B

0

Obréazek 4: Prunik klasickych mnozin.
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ANB

0

Obrazek 5: Prunik fuzzy mnozin zalozeny na Gédelové konjunkci.

AcB

0

Obrazek 6: Prunik fuzzy mnozin zalozeny na obecné konjunkci ®.

U=1{1,2,3,4,5}. Jeli

A = {12,77/3,%%5,/6} a
B = {1/170.2/370.5/4’0.8/5}’ je
ANB {0-2/3,0-8/5}.

Pro jinou konjunkci, feknéme ®, by ale prunik vypadal
jinak. Ukazuje to obrézek 6. Je to proto, ze takovy prunik
je definovan predpisem

(AN B)(u) = A(v) @ B(u).

Zkuste zduvodnit, pro¢ graf pruniku A N B zaloZzeného na
obecné konjunkci ® lezi pod grafem A i pod grafem B.

Nemuzeme se zde podrobnéji vénovat formalnim aspek-
tam fuzzy logiky. Uvedeme pouze, ze stejné jako klasicka
logika ma solidné propracované zaklady v podobé vyrokové
logiky, predikatové logiky a dalsich systémil, mé dnes i fuzzy
logika solidné propracované zéklady. Ziajemce odkazujeme
na knihu [1]. Abychom alespori struéné nastinili, jak ve fuzzy
logice probiha formalni logické usuzovani, podivame se ted
na tzv. paradox hromady.

Paradox hromady (nazyvany také sorites) je zndmy a vy-
znamny paradox, jehoz formulace je pripisovana Eubulidovi
z Milétu (4. stol. pt. n. L.). Je formulovén takto:

0 zrnek pisku netvori hromadu.

Kdyz n zrnek netvori hromadu, pak ani n + 1 zrnek
netvori hromadu.

Zaver: Pro zadné ¢islo n netvori n zrnek pisku hromadu.

Zavér je evidentné nepravdivy, ale odvodili jsme ho vseo-
becné pouzivanou metodou matematické indukce z predpo-
kladu, které povazujeme za pravdivé, coz je paradox.

Fuzzy logika nabizi prirozené feSeni tohoto paradoxu. To
samo o sobé je podstatna skutecnost, protoze k rozreseni
dlouhotrvajictho paradoxu je obvykle tfeba prolomit hlu-
boce zakorenéné, omezujici paradigma. Timto paradigma-
tem je v nasem priipadé pochopitelné vyse zminény princip
bivalence.

Necht NH(n) oznacuje tvrzeni, Ze m zrnek netvoii hro-
madu. Pak paradox hromady lze schematicky znazornit na-

sledovné:
NH(0)
NH(n) — NH(n + 1)
pro kazdé n: NH(n)

Z hlediska fuzzy logiky je pfirozené pfijmout, ze NH(0)
je pravdivd ve stupni 1. Formuli NH(n) — NH(n + 1) je
vsak prirozené povazovat za pravdivou v néjakém vysokém
stupni, feknéme 0.99, ale ne ve stupni 1. Jak ale z takovych
predpokladti, které jsou pravdivé jen ¢astecné, odvozovat za-
véry? Fuzzy logika pro tento ptripad nabizi zobecnénou verzi
odvozovaciho pravidla modus ponens. Tu navrhl v roce 1968
ve své prulomové praci ,,The logic of inexact concepts“ ame-
ricky informatik Joseph A. Goguen. Toto zobecnéné pravidlo
lze znéazornit schématem

“fo,b /o =1
wnpy

které znamend, ze z formule ¢ platné ve stupni a a formule
@ — 1) platné ve stupni b mizeme odvodit, Ze formule v je
platna ve stupni a ® b. Pritom a®b je vysledek konjunkce ®
pouzité na stupné a a b. Pouzijme, jak to ucinil Goguen ve
své praci z roku 1968, za konjunkci ® soucin, tedy a ® b =
a-b. V nasi situaci miazeme tedy provést nasledujici isudky.
Nejprve odvodime

1/ NH(0), %%/ NH(0) — NH(1)
O.99/NH(1)

Stuperi 0.99 u odvozené formule NH(1) jsme totiz ziskali jako
stupen a ® b z vyse uvedeného schématu, protoze a ® b =
1-0.99 = 0.99. Déle odvodime

099 /NH(1),%9 /NH(1) — NH(2)
0-992/NH(2)

protoze v tomto piipadé a ® b = 0.99 - 0.99 = 0.992. Snadno
nahlédneme, Ze tak po n krocich odvodime

0.99"" /NH(n — 1),%9 /NH(n — 1) — NH(n)
0.99" / NH(n) '

Tento zavér 1ika, Ze tvrzeni ,n zrnek pisku netvori hromadu®
je pravdivé ve stupni 0.99”. Cim vice zrnek, tim méné je tedy
toto tvrzeni pravdivé, coz je v souladu s intuici. Pro n = 100
tak odvodime stupeti pfiblizné rovny 0.37.° Paradox byl od-
stranén. Pojem hromada je totiz ,fuzzy pojem*“, tedy pojem,
ktery neméd — na rozdil od klasickych pojmi jako je treba
pojem prvocislo — ostfe vymezené, ¢ernobilé hranice. Pred-
pokladat, ze tvrzeni ,n zrnek pisku netvori hromadu* muze
byt jen pravdivé, nebo nepravdivé, jak ¢ini formulace para-
doxu hromady, je tedy nespravné. To je duvod zdénlivého
paradoxu.

4  OD POCATECNIHO ODPORU K MASOVEMU NASAZENI

Pripustit, ze existuji i jiné pravdivostni hodnoty nez
pravda a nepravda, je radikdlni krok. Zadehtv pojem fuzzy
mnoziny a obecnéji pak fuzzy logika jako alternativa kla-
sické logiky proto predstavuje — fe¢eno terminem Thomase

5 Hodnotu 0.99 jsme zvolili pro ilustraci. Miizeme zvolit jinou hod-
notu, napr. 0.999, a ziskat tak jiné zavéry, které se nékomu mohou zdat
lépe odpovidajici tomu, jak chdpe pojem hromada.
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Kuhna — nové paradigma.® Od Kuhna vime, 7e nové pa-
radigma se prosazuje obtizné a je mu kladen odpor. Fuzzy
logika v tomto sméru nebyla vyjimkou. Pro priklad uvedme,
co tekl o fuzzy logice jesté v roce 1975 William Kahan, vy-
znamny védec a profesor na univerzité v Berkeley: ,Fuzzy
logika je chybné, chybnd a znicujici. ... Co potiebujeme, je
vice, ne méné logického mysleni. Nebezpeci fuzzy teorie je
v tom, Ze povzbudi pravé ten typ nepresného mysleni, ktery
nam zpusobil tolik problému.“

Stale vice lidi vsak zacalo chapat, ze fuzzy logika je zivo-
taschopnou alternativou logiky klasické a ze — a to prede-
vSim — umoznuje resit dulezité problémy. Pomérneé rychle se
proto zacal rozvijet vyzkum fuzzy logiky, ktery nakonec vedl
k praktickym realizacim i k vyraznym komercénim tispéchiam.
jsou tzv. pravidlové fuzzy systémy a na nich zalozené fuzzy
regulatory. Jejich princip struc¢né vysvétlime v pristi kapi-
tole. Fuzzy regulatory byly poprvé komercéné pouzity pro
fizeni cementové pece v danské spolecnosti F. L. Smidth &
Company v roce 1980. Obrovsky rozmach, oznacovany jako
fuzzy boom“, vsak zaznamenaly koncem 80. a zacCatkem
90. let v Japonsku. Fuzzy regulatory tam byly naptiklad
nasazeny k fizeni metra v mésté Sendai. Vlaky se tak — bez
zésahu lidského operétora, plné rizené fuzzy logikou — rozjiz-
dély i zastavovaly plynuleji, byly schopné presné zastavit na
urceném misté a dokonce spotfebovavaly o 10% méné ener-
gie. Tento uspéch pozdéji vedl k zavedeni podobného sys-
tému i v Tokiu. Zejména se vsak fuzzy regulatory prosadily
v nejrozmanitéjsich vyrobceich na trhu se spotrebni elektroni-
kou. V obchodech se zacaly ve velkém prodavat fuzzy logikou
rizené fotoapardaty, pracky, vysavace, valiCe ryze a mnohé
dalsi vyrobky. Podle zdznami japonského ministerstva pru-
myslu a obchodu ¢inil v roce 1991 obrat japonského trhu
s vyrobky F{zenymi fuzzy logikou (70% z toho byla spotiebni
elektronika) cca 2 miliardy americkych dolari, coz odpovida
neuvéritelnému 1% tehdejstho celosvétového trhu s podcita-
¢ovymi technologiemi.

»Fuzzy boom* je sice jiz minulosti, nicméné fuzzy logika
je dnes rutinné pouzivana v mnoha oblastech. I kdyz o tom
mozna nevime, setkdvame se s ni denné i na ¢eském trhu — je
naptiklad v prackach nebo v automatickych prevodovkach
koncernu Volkswagen. Japonska firma Omron, jejiz mérice
tlaku jsou bézné k dostani i u nas, v roce 2013 oznamila,

vvvvv

logiky.

5 PRAVIDLOVE FUZZY SYSTEMY

Pravidlové fuzzy systémy a fuzzy regulatory, které jsme
zminili v pfedchozi kapitole, vychazeji z faktu, Ze v mnoha
pripadech je ¢loveék — expert — schopen idit i systém, ktery je
znacné slozity a metodami klasické teorie fizeni nezvladnu-
telny. Modely klasické teorie fizeni potfebuji znat fyzikalni
model Fizeného systému. Expert naproti tomu #idi systém
pomoci algoritmu, ktery je schopen popsat v ptirozeném ja-
zyce a ktery fyzikdlni model znat nepotfebuje. Expert na-
priklad vi, ze jestlize je teplota v mistnosti velmi vysoka
a otacky vétraku nizké, pak je tfeba otacky vyrazné zvy-
Sit. Zeptame-li se ho tedy, jak vlastné systém ridi — v tomto
jednoduchém prikladé tedy tidi vétrani mistnosti —, fekne
nam ze pouziva nékolik pravidel tvaru ,jestlize—pak“. Tato

6 Kuhn, T. S. The Structure of Scientific Revolutions. Chicago:
Univ. of Chicago Press, 1962.

pravidla, jako to pravé uvedené, témér vzdy obsahuji vigni
vyrazy (,velmi vysokd teplota® apod.) a expert je na zé-
kladé nich schopen logicky odvodit spravny zavér, akéni za-
sah, napriklad spravné nastavit rychlost vétraku. To je pro
fuzzy logiku pfihodnd situace. Fuzzy logika umi vagni vy-
razy matematicky reprezentovat, pracovat s nimi a nakonec
provadét logické usudky, které simuluji expertovo uvazovani.
Vysledny systém, tzv. pravidlovy fuzzy systém nebo fuzzy
regulator, tedy v tomto smyslu napodobuje operatorovo roz-
hodovani, aniz by bylo nutné znat fyzikalni model fizeného
systému.

Pravidlovy fuzzy systém sestava z nasledujicich kompo-
nent:

e béaze pravidel,
e inferenéni modul,
e pripadné modul tzv. defuzzifikace.

Béaze pravidel je mnozina m pravidel nasledujicitho tvaru
(j=1,...,m):

JESLTIZE x1 je Aj1 a -+ a z, je Aj,, PAK y je B;,

kde z1,...,%Tn,y jsou proménné s moznymi hodnotami
v mnozinich Xq,...,X,,Y a kde Aj1, ..., Aj,, B; jsou
jazykové vyrazy jako ,mald“, ,velmi vysoka* apod. Infe-
ren¢ni modul predstavuje algoritmus, ktery umozni na za-
kladé hodnot vstupnich proménnych x; odvodit hodnotu vy-
stupni proménné y. Hodnotou y muze byt i fuzzy mnozina
v Y, ze které se v pripadé potreby metodou defuzzifikace
vypocita konkrétni hodnota v Y.

Cely postup si podrobné ukizeme na jednoduchém pri-
kladu. Budeme uvazovat jeden vstup, tj. n = 1. Mnozinu X;
vstupnich hodnot budeme znagcit jen X a budeme predpokla-
dat, ze X =Y ={0,1,...,10}. Dale budeme predpoklddat,
ze baze R pravidel obsahuje nasledujici tti pravidla:

JESTLIZE z je ptiblizné 2, PAK y je zhruba 3,
JESTLIZE z je zhruba 4, PAK ¥ je pfiblizné 7,
JESTLIZE z je pfiblizné 7, PAK ¥ je piiblizné 9,

kterd budeme dale oznacovat takto:

JESTLIZE z je A;, PAK y je By,
JESTLIZE z je Az, PAK y je Bs,
JESTLIZE z je As, PAK y je Bs.

Tedy A; je vyraz ,priblizné 2“ atd. Jaka vystupni hodnota
odpovidé podle této baze pravidel vstupni hodnoté = = 57
Ukéazeme si, jak tuto otazku resi tzv. Mamdaniho pristup,
ktery je v praxi nejcastéji pouzivanym. Jazykovym vyraziim
A; a B; nejdifve prifadime fuzzy mnoziny A; a Bj, které
prirozené odpovidaji jejich vyznamu. Zvolime nésledujici:

z/y |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ai(z)|0 05 1 05 0 O 0 0 0 0 O
Bi(y)|0 05 075 1 107 05 0 0 0 O
Az(xz)|0 0 025 075 1 075 025 0 0 0 O
Ba(y)|0 0 0 0 0 0 05 1050 0
Asz(z)|0 0 0 0 0 0 05 1050 0
Bs(y)|0 0 0O 0 0 O 0 005105

Tedy A;(0) =0, A;(1) =0.5, ..., B3(10) = 0.5.

Déle urc¢ime fuzzy relace Ry, Ry a Rg3, které nase tii pra-
vidla reprezentuji. Fuzzy relace R; prifazuje kazdé dvojici
z € X ay €Y stupen Rj(x,y), ve kterém jsou = a y ve
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vztahu, ktery R; reprezentuje. Poznamenejme, Ze do kla-
sické binarni relace dana dvojice bud patii, nebo nepatii.
Naptiklad dvojice prvki 1 a 3 patii do relace < (byt mensi).
Do fuzzy relace dana dvojice patfi v urcitém stupni. Napri-
klad dvojice bratru, kteri jsou si zna¢né podobni, mize do
relace , byt podobny“ patfit ve stupni 0.8. Stupen R;(z,y)
je definovan predpisem

R;(z,y) = Aj(x) A B;(y),
tedy napf.
Ri(1,2) = A1 (1) A B1(2) = 0.5 A 0.75 = min(0.5, 0.75).

Nase R;, Ry a R3 jsou popsany nasledujicimi tabulkami
(stupent R;(x,y) je v pruseéiku sloupce = a fadku y):

10/0 0 0 0 00O0OO0OO0OO0CO
9|10 0 0 0 0O00O0OO0CO0OO
8 |0 O 0 0 0O0O0OO0OO0OCO O
710 0 0 0 000O0OO0CO0O
6 [0 05 05 05000000 0
5 100507 05000000 0
4 1005 1 050000000
3 /005 1 050000000
2 100507 05000000 0
1 {005 05 05000000 0
0/0o 0 0 0000OO0CO0OTUO
RO 1T 2 3 45678910
10{0 0 O 0 0 0 0 000 O
9 |00 O 0 0 0 0 000 O
8 [0 0025 05 05 05 025000 0
7 /00025 075 1 0.75 025000 0
6 (00025 05 05 05 025000 0
5 |00 O 0 0 0 0 000 O
4 |00 O 0 0 0 0 000 O
3 /00 O 0 0 0 0 000 O
2 /100 O 0 0 0 0 000 O
1 /00 O 0 0 0 0 000 O
0 |00 O 0 0 0 0 000 O
Ry|0 1 2 3 4 5 6 789 10
10{0 000000505050 0
9 00000005 1 050 0
8 [000OO0OO0O0O05 05050 0
71000000 O O O OO
6 000000 O O 0 OO
5 1000000 0O O 0 OO
4 /000000 O0O O O OO
3 /000000 0O O 0 OO
21000000 0O O 0 OO
1 /1000000 O O O OO
0 |0OOOOO O O 0 0O
R3|01 2345 6 7 8 910

Vysledna fuzzy relace R, kterd reprezentuje celou bazi
pravidel, je sjednocenim fuzzy relaci R;, Re a Rjs, tedy
R = Ry U Ry U R3, coz znamena, ze

R(J"vy) = ma‘X(Rl (x7y)’ RQ(xvy)a Rg(l‘,y))

Fuzzy relace R je tedy popsana nasledujici tabulkou:
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100 O 0 0 0 0 0.5 05 05 0 0
9 10 0 0 0 0 0 05 1 050 0
8 |0 0 025 0.5 0.5 05 05 05 050 0
710 0 025 075 1 075 025 0 0 0 O
6 |0 0.5 05 05 05 05 025 0 O O O
5 10 05 075 0.5 O 0 0 0 0 0O
4 10 0.5 1 0.5 0 0 0 0 0 0 O
3 10 05 1 0.5 0 0 0 0O 0 0O
2 10 05 075 0.5 O 0 0 0 0 0O
1 (005 05 05 O 0 0 0 0 0 O
010 O 0 0 0 0 0 0O 0 0O
R|0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Predpokladejme, Ze je ddna fuzzy mnoZina A’, kterd po-
pisuje skutecnou hodnotu vstupu (A’ mize tfeba reprezen-
tovat vyraz ,asi 5¢ nebo ,velmi mald“ nebo ,pfesné 5¢).
Podle inferenéniho mechanismu, ktery se nazyva kompozicéni
pravidlo inference (angl. compositional rule of inference), se
ze vstupni fuzzy mnoziny A’ a baze pravidel reprezentované
fuzzy relaci R odvodi vystupni fuzzy mnozina B’ = A’ o R
definovana tak, ze pro kazdou y € Y je

B'(y) = gleag(A’(x) A R(z,y)),

pricemz budeme opét uvazovat, ze A'(x) A R(z,y) =
min(A’(x), R(x,y)). Vstupni fuzzy mnozina A’ se tedy zob-
razi na vystupni fuzzy mnoZinu B’.

Tento pristup umoznuje teSit i situace, pri kterych je
vstupni hodnota konkrétni prvek x’ z mnoziny X (tedy ni-
koli fuzzy mnozina A’ prvku z X) a jako vystup je pozado-
vana konkrétn{ hodnota y’ z Y (tedy nikoli fuzzy mnozina
B’ prvki z Y). Je-li 2/ € X ona vstupni hodnota, mizeme
ji pfevést na jednoprvkovou fuzzy mnozinu {!/2'}, tj. vzit
A" = {!/2'} a postupovat pii inferenci jako vyse. Prevod
2’ na {!/2'} je specialnim p¥ipadem fuzzifikace. Je-li nao-
pak B’ odvozend vystupni fuzzy mnozina a my potrebujeme
konkrétni hodnotu ¢’ z Y. Potfebujeme tfeba konkrétni hod-
notu akcéniho zasahu, naptiklad hodnotu, na kterou se na-
stavi rychlost vétraku. Tuto hodnotu ziskdme metodou de-
fuzzifikace. Hodnota vy’ mé vhodné reprezentovat fuzzy mno-
zinu B’. Casto pouzivanou metodou defuzzifikace je tzv. me-

Vv

y' = D(B’) vypoditala podle vzorce

dyev ¥ B'(y)
ZyGY B'(y)

Vratme se k nasemu zadani. Mame zjistit, jaky vystup
odpovid4 vstupn{ hodnoté =’ = 5. Hodnotu =’ = 5 nejdiiv
pievedeme na fuzzy mnozinu A’ = {1/5}. Pak dle vySe uve-
deného postupu odvodime B’. Napiiklad pro y = 6 dosta-
neme

y' =D(B) =

B'(6) = ma%min(A'(x),R(:c,G))
xTE
= maxmin({!/5}(z), R(z, 6))
zeX
= min({*/5}(5), R(5,6)) = min(1,0.5) = 0.5.
Tak postupné odvodime, ze vystupem je fuzzy mnozina

B =A"0oR = {0'5/6, 0'75/7,0'5/8}.

Pokud bychom potiebovali konkrétni hodnotu y’, spocitali

Vvev

-0. -0. -0. 12.2
y’:D(B'):G 0.54+7-0.75+8 05: 5:
0.540.754+0.5 1.75
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Nasledujici tabulka ukazuje pro vSechny vstupni hodnoty
x’ jim odpovidajici vystupni fuzzy mnoziny B’ () oznacuje
prazdnou fuzzy mnozinu, tj. 0(y) = 0):

vstup vystupni fuzzy mnozina
g B = {1/x/} oR
10 0
0
{0'5/8, 0.5/97 0.5/10}
{0-9/8,1/9,09/10}
s s .01
5/6,0-75/7 05/8
{0'5/6, 1/77 0'5/8}
{0.5/1’ 0.5/2, 0.5/37 0.5/4’ 0.5/5, 0.5/67 0.75/77 0'5/8}
{0.5/1’ 0‘75/2, 1/3’ 1/4, 0.75/5, 0.5/6, 0‘25/7’ 0.25/8}
{0.5/17 0.5/27 0.5/3[})0.5/4:7 0.5/57 0.5/6}

Ne)

S = N Wk Ut g 0o

Pokud navic provedeme na takto ziskané fuzzy mnoziny
stupni zavislost popsanou nasledujici tabulkou. V ni ,ND*
odpovida pripadtim, ve kterych je vystupni fuzzy mnozina
B’ prazdna a ve kterych tedy vystupni hodnotu y’ povazu-
jeme za nedefinovanou.

210 1 2 3 45 6 78 9 10
B'IND 3.5 39 465 7 7 8375 9 9 ND ND

<

6 ZAVEREM

Pres skutecnost, ze fuzzy logika jako novy trend v logice
a umélé inteligenci jiz dosdhla vyznamnych tspéchi, stéle
nabizi fadu otazek, na které dosud nejsou odpovédi znamé.
Proto je fuzzy logika stile predmétem intenzivniho zkou-
mani. Lze ocekavat, ze v nadchazejicich letech bude fuzzy
logika jako nova metoda stéle vice pronikat zejména do téch
obort, v nichz je popis problémt, definic a TeSeni typicky
provadén pomoci prirozeného jazyka a je tedy ze své pod-
staty plny pojmu, které nejsou ¢ernobilé, a v nichz tedy for-
malizace prirozené fuzzy logiku vyzaduje. Dalsi informace
o fuzzy logice a fuzzy mnozinach ¢tenar najde v ¢esky psané
knize [2]. Podrobné pojedndni o historii fuzzy logiky, jejim
vyvoji a perspektiviach predstavuje kniha [1].
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Ukol 1 10 bod1i

(a) Uvazujte fuzzy mnozinu A z ptikladu 1. Urdete fezy
04,054 3 1A,

(b) Zdivodnéte, pro¢ z a < b plyne A C 2 A.

(c) Muze se stat, ze fezy *A fuzzy mnoziny A jsou pro
vsechna a > 0 stejné?

Ukol 2 10 bod1i

Rozhodnéte, zda nésledujici funkce na intervalu [0, 1] jsou
konjunkce ve fuzzy logice, tj. zda spliiuji podminky (3)-
(6). Zduvodnéte.

aAb = a* b (7)

ant = & ;r b ®)
a pokud b=1,

aNb = b pokuda=1, (9)
0 jinak,

anb — min(a, b) Pokud a+b>1, (10)
0 jinak.

Ukol 3 5 bodu

Vvev

B = {0.5/1, 0.5/2’ 0.75/3, 0.75/4, 1/5, 0'5/6, 0.5/7’ 025/& 0/9}.
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