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V tomto dile se sezndmime s aspekty matematické logiky,
které maji zasadni vyznam jak pro logiku samotnou, tak
pro problematiku strojového mysleni. Seznamime se s axi-
omatizaci matematické logiky. Jako v predchozich dilech se
pri tom i v tomto dile pro jednoduchost omezime na vyro-
kovou logiku. V axiomatizaci jde o to, jak z danych logic-
kych formuli odvodit formule, které z nich vyplyvaji, a to
pouhou manipulaci se symboly podle danych jednoduchych
pravidel. To je pro strojové myslen{ dulezité, protoze mani-
pulovat symboly podle presné definovanych pravidel pocitac
umi, a to velmi rychle. Kromé toho si vysvétlime, proc¢ je
axiomatizace pro matematiku, informatiku a dalsi exaktni
védy dilezita a popiseme si nékolik zajimavych historickych
udélosti a objevu.

1 STROJOVE MYSLENI A LOGIKA

Mohou stroje myslet? To je slozitd otdzka, na kterou neni
jednoduché odpovéd. Problém strojového mysleni tizce sou-
visi s matematickou logikou.! To je pochopitelné a dokonce
miizeme Fict, ze je to piirozené a nutné. Rekneme-li o stroji
(o pocitaci), ze mysli, minime tim, ze déld to, co bychom
u ¢lovéka nazvali myslenim. Clovék ale mysli podle pravidel
logiky. To je na jednu stranu tvrzeni ponékud nadsazené,
protoze lidské mysleni je slozité a zahrnuje i radu faktort,
které jsou logikou postizitelné jen v omezené mitre nebo vi-
bec. Na druhou stranu logika vznikla proto, aby alespon
v zékladnich rysech lidské mysleni popsala, a predstavuje
dnes solidni zdklad. Chceme-li sestrojit stroj (naprogramo-
vat poéitac), ktery md myslet, musime se o néjaky pevny
zéklad opiit a logika se jako takovy zdklad nabizi.?

Strojové mysleni vyuziva symbolicky charakter logiky. Jak
vime, je logickd formule, nap¥. (p A q) — r, posloupnosti
symbolt, tedy v nasem piipadé symbolu (, p, A atd. Takové
posloupnosti lze v pocitaci snadno reprezentovat. Navic 1ze
logické usuzovani provadéné s formulemi chépat jako mani-
pulaci se symboly, ktera probiha podle jednoduchych pravi-
del. Pocitac je schopen takové manipulace rychle provadét.
Pravé popsany proces, ve kterém se z formuli pomoci jis-
tych pravidel odvozuji nové formule, je v logice zndm jako
forméalni dokazovani a je zdkladem axiomatické metody, se
kterou se ted seznamime.

LV angli¢tiné se pouzivd termin ,reasoning®, ktery je zfejmé

Dalsi moznosti v cestiné je termin ,usuzovani“. Vyznam ter-
minu ,reasoning“ lezi nékde mezi vyznamy termind ,usuzovani“
a ,mysleni“.

Pouzivame termin ,strojové mysleni“, ktery pouziva ponékud zasta-
raly termin ,stroj“. Pocitacim se totiz drive fikalo vypocetni stroje
nebo matematické stroje a odtud tento termin pochézi. V jistych spo-
jenich se termin ,stroj“ (anglicky ,,machine®) stéle pouzivi. Hovofime
napiiklad o strojovém uceni (machine learning), o strojové inteligenci
(machine intelligence) a podobné.

2 Nenf to jisté jediny mozny zdklad. Alternativou jsou napiiklad
tzv. umélé neuronové sité, které vychazeji z principt ¢innosti lidského
mozku. Nicméné strojové mysleni na bazi logiky dosahlo vétsich tspé-
chll nez zminéné alternativy.

2  AXIOMATIZACE VYROKOVE LOGIKY

V bézném zivoté argumentujeme tak, ze vychazime z jis-
tych tvrzeni, kterd povazujeme za platna, z nich odvodime
dalsi tvrzeni, z nich pak dalsi, az se nakonec dostaneme k tvr-
zeni, které je néjak zajimavé. O tom tvrzeni fekneme, Ze jsme
ho prokézali (nebo dokdzali).

Uvedme jednoduchy ptiklad. Vime, ze kdyz prsi, pak jsou
silnice mokré. Zjistime, ze prsi. Z toho odvodime, zZe silnice
jsou mokré. Navic zjistime, Ze teplota je kolem nuly. Protoze
vime, ze jestlize jsou silnice mokré a teplota je kolem nuly,
hrozi nebezpeci smyku, odvodime nakonec, ze hrozi nebez-
peci smyku.

Provedli jsme tii dsudky. Prvni lze graficky znézornit
takto:

Prsi.
Jestlize prsi, pak jsou silnice mokré.

Silnice jsou mokré.
Druhy takto:

Silnice jsou mokré.
Teplota je kolem nuly.

Silnice jsou mokré a teplota je kolem nuly.

Treti takto:

Silnice jsou mokré a teplota je kolem nuly.
Jestlize jsou silnice mokré a teplota je kolem nuly,
pak hrozi nebezpeci smyku.

Hrozi nebezpeci smyku.

K logickému odvozeni tvrzeni ,Hrozi nebezpec¢i smyku.“
jsme tedy pouzili nasledujici tvrzeni, kterda jsme povazovali
za platna:

Prsi.

Teplota je kolem nuly.

Jestlize prsi, pak jsou silnice mokré.

Jestlize jsou silnice mokré a teplota je kolem nuly,
pak hrozi nebezpeci smyku.

a tTi vyse uvedené usudky.
Vsimnéme si, ze prvni a treti tisudek maji stejny tvar,
stejnou formu, kterou mizeme vyjadrit schématem
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Formu druhého tsudku mizeme podobné vyjadrit schéma-
tem

pAY
popr.

0,

. 2
Y (2)

Takovym schématiim se v logice fika odvozovaci pravidla
(nékdy inferen¢éni nebo také dedukéni pravidla). Uvedena
odvozovaci pravidla jsou takzvané korektni. To znamena, ze
bez ohledu na obsah tvrzeni ¢ a 1 plati, ze kdyz jsou predpo-
klady téchto pravidel pravdivé, je pravdivy i zavér pravidla.

Vysvétleme si to na prvnim pravidle, tj. na pravidle (1).
Podivame-li se na néasledujici tabulku pravdivostnich hod-
not, vidime, Ze kdykoli jsou ¢ i ¢ — @ pravdivé (coz v tomto
pripadé nastavd jen v poslednim fadku tabulky), je pravdivé

i 4p.

o Y|lo—

0 0] 1

0 1| 1 (3)
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1 1] 1

Tato vlastnost pravidla se tedy nazyvéa korektnost. Uvédo-
mme si, ze korektnost tohoto pravidla znamena, ze

0,0 =Y EY,

tedy ze zaveér ¢ sémanticky vyplyva z predpokladi ¢ a ¢ —
G

vvvvv

dlem v logice, se nazyva pravidlo modus ponens, ¢esky pra-
vidlo odlouceni. Je to pravidlo, které denodenné pouzivame
v bézném zivots,? viz piiklady:

Mam 30 korun.
Jestlize mam 30 korun, pak si mtizu koupit ¢okoladu.

Miuzu si koupit ¢okoladu.

Mam vysokoskolsky diplom.
Kdyz mam vysokoskolsky diplom, budu mit vysoky plat.

Budu mit vysoky plat.

Vsimnéme si, ze druhy z praveé uvedenych tsudki je ponékud
zvlastni. Vyvolad prinejmensim zvednuté oboc¢i, mozna do-
konce vytku, ze takovy tisudek neni spravny. Vzdyt samotny
diplom z vysoké skoly zddnou zaruku ohledné platu nedava,
zalezi na tom, jaka je to skola, jaky mam vystudovany obor
a jak jsem ke studiu pristupoval. To je pravda, presto je uve-
deny tsudek spravny. Problém je v druhém predpokladu, tj.
tvrzeni ,,Kdyz mam vysokoskolsky diplom, budu mit vysoky

3 Kdybychom se méli shodnout na tom, které odvozovaci pravi-
dlo pouzivime v bézném zivoté nejcastéji, popr. bez kterého bychom
se tézko obesli, bylo by to patrné pravidlo modus ponens. V tomto
smyslu je tfeba chapat to, co jsme uvedli v predchozi vété, totiz ze je
to nejdilezitéjsi odvozovaci pravidlo. Z formalniho hlediska je toto pra-
vidlo prosté korektnim pravidlem, stejné jako mnoho jinych pravidel,
viz také nize.

plat.«, ktery je nepravdivy.* Vidime tedy, ze pokud korektni
odvozovaci pravidlo pouzijeme na nepravdivé predpoklady,
muzeme odvodit nepravdivé tvrzeni.

Pravidlem modus ponens lze tedy mechanicky odvodit tvr-
zeni 1, kdykoli povazujeme za prokdzand (platnd) tvrzeni ¢
a ¢ — 1. Nezélezi pfi tom na obsahu (smyslu) tvrzeni ¢
a 1. Pravidlo je Cisté syntaktické, pfi odvozeni zalezi jen
na formé (tvaru) predpokladu pravidla, tj. na syntaktickych
aspektech, nikoli na obsahu téchto predpokladi, tj. na sé-
mantickych aspektech.

Stejnym zptisobem se piesvédéime, Ze i pravidlo®

0, P
wAY

je korektni, tedy, ze kdykoli jsou pravdivé oba predpoklady,
@ a1, je pravdivy i zavér, o A ¢. To plyne pfimo z pravdi-
vostni tabulky spojky konjunkce.

Uvazujme vsSak pravidlo

o =
——;—a

Tomu se Fika pravidlo abdukce.® Neni to korektni pravidlo,
jak je vidét z vysSe uvedené pravdivostni tabulky (3): Ve dru-
hém tadku maji oba predpoklady, ¢ i ¢ — 1, hodnotu 1,
ale zavér, ¢, ma hodnotu 0. Uvédomme si, co to prakticky
znamend: Pouzitim pravidla abdukce bychom mohli z prav-
divych predpokladt odvodit nepravdivy zavér. Napiiklad
z tvrzeni ,Jestlize prsi, pak jsou silnice mokré.“ a ,,Silnice
jsou mokré.“ bychom odvodili tvrzeni ,,Prsi.“ Pfitom silnice
mohou byt mokré proto, ze je namoktil kropici viz.
Usuzovani 1ze chapat jako opakované provadéni elemen-
tarnich tsudku, jako napr. vysSe popsaného tsudku podle
pravidla modus ponens. Odkud se berou predpoklady téchto
usudka? Takové predpoklady lze rozdélit nasledovné:

1. Tvrzeni, kterad jsou pravdiva vzdy, a to kvuli jejich lo-
gické struktufe. Rikd se jim logické axiomy, popf. jen
axiomy.

2. Tvrzeni, ktera nemusi byt vzdy pravdiva, ale v daném
kontextu je predpoklddame. Rika se jim specidlni axi-
omy.

3. Tvrzeni, kterd byla odvozena pomoci usudka provede-
nych diive.

Prikladem logického axiomu je tvrzeni , Prsi nebo neprsi.“
To je pravdivé vzdy, protoze kazdé tvrzeni tvaru ¢ V —p je
vzdy pravdivé (formule tvaru ¢ V —¢p je tautologie). Prikla-
dem specidlniho axiomu je tvrzeni , Teplota je kolem nuly.“
To je tvrzeni, které nemusi byt — na rozdil od predchoziho
tvrzeni ,,Prsi nebo neprsi.“ — vzdy pravdivé. My nicméné
toto tvrzeni predpoklddame, napft. proto, ze jsme ho zjistili
nebo jsme z jiného divodu presvédceni o jeho pravdivosti.
Vsem specidlnim axiomum, které v dané situaci uvazujeme,
se v logice Tiké teorie a znad¢i se obvykle T (tj. T je mno-
Zina tvrzeni, specidlnich axiomu). Opakovanym pouzivdnim

4 Usudek podle daného pravidla mize byt jen spravny (pokud od-
povidé schématu odvozovaciho pravidla), nebo nespravny (pokud sché-
matu neodpovidd). Usudek nemtize byt, na rozdil od tvrzeni, pravdivy
nebo nepravdivy.

5 Pravidlo se nékdy nazjva pravidlo zavedeni konjunkce.

6 Toto pravidlo ma vyznam pro tzv. abduktivni usuzovani, kterym
se v tomto seridlu nezabyvame. My se z tohoto pohledu zabyvame
usuzovanim deduktivnim.
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odvozovacich pravidel na logické axiomy, specidlni axiomy
a vysledky predchoziho odvozovani tak tvorime posloupnost
tvrzeni, na jejimz konci je tvrzeni ¢, které jsme chtéli pro-
kézat. Takové posloupnosti tvrzeni se v logice tikd dikaz.
Uvédomme si, Ze to je zcela piirozeny pojem.” Vratme se
k nasemu prikladu se tfemi tsudky o mokrych silnicich. Du-
kazem v tomto pripadé je néasledujici posloupnost:

Prsi.

Jestlize prsi, pak jsou silnice mokré.

Silnice jsou mokré.

Teplota je kolem nuly.

Silnice jsou mokré a teplota je kolem nuly.

Jestlize jsou silnice mokré a teplota je kolem nuly,
pak hrozi nebezpeci smyku.

Hrozi nebezpeci smyku.

V tomto diikazu jsou prvni a druhé tvrzeni specidlni axiomy,
tfeti je z nich odvozeno pravidlem modus ponens, ¢tvrté je
specidlnim axiomem, paté je odvozeno tfetiho a étvrtého
odvozovacim pravidlem (2), Sesté je specidlnim axiomem,
sedmé — tedy dokézané tvrzeni — je odvozené z predchozich
dvou pomoci modus ponens.

To, co jsme prave popsali, se tyka tsudki, které bézné pro-
vadime a které mizeme popsat v prirozeném jazyce. Stejnym
zpusobem se v matematické logice pristupuje k usuzovani ve
formalnich logickych systémech, tedy i v systému vyrokové
logiky, kterym se zabyvame. Popisme si ted jednotlivé slozky.

Axiomaticky systém vyrokové logiky, ktery ted popiSeme,
pouziva modus ponens jako jediné odvozovaci pravidlo. Ma
nasledujici tii logické axiomy:

o= (=)
(=W —=x) = (=9 = (¢—Xx)

(Y = =) = (¢ = ) (6)

Snadno ovérime, ze kazdy z téchto axiomi je tautologie, tj.
vzdy pravdiva formule, a jejich volba je tedy v souladu s tim,
co jsme uvedli vyse. (Ovéfte pomoci tabulky pravdivostnich
hodnot, Ze skutecné jde o tautologie.) Plat{ ovSem i zna¢né
netrivialni a pozoruhodné tvrzeni, kterému se budeme vé-
novat nize, totiz ze kazdou jinou tautologii 1ze z téchto tii
axiomu dokézat. To v tuto chvili uvddime, jen abychom zdu-
vodnili volbu téchto axiomt. Teorie v nasem systému je libo-
volna mnozina T formuli, které se nazyvaji specidlni axiomy.
Teorie miize byt i prazdna, tj. T = 0.

Presnéji feceno, axiomem je kazda formule, které ma jeden
z téchto tii uvedenych tvaru, tedy formule, kterd vznikne
z (4), (5) nebo (6) nahrazenim symboll ¢, ¥ a x libovolnymi
formulemi.® Tedy napifklad z (4) vznikne pro p =pa ) = q
axiom

p— (¢ —p).

Nahrazenim ¢ = p a ¢ = (p — p) vznikne jiny axiom, totiz

p— ((p—p) —p).

Poznamenejme dale, ze za axiomy lze zvolit i jiné formule,
pokud maji vhodné vlastnosti (je pfirozené rozumné, aby

7 Zkuste se zamyslet nad tim, jak byste presné definovali pojem
dikaz néjakého tvrzeni bez ohledu na to, co jsme si ted rekli. Prav-
dépodobné dojdete k podobné definici jako je ta, kterou jsme pravé
uvedli.

8 (4), (5) a (6) jsou pr¥isné vzato schémata, a ne konkrétni axiomy.
Proto se nékdy nazyvaji axiomova schémata. My budeme déale fikat
axiomy.

mély vyse uvedené vlastnosti, tj. jsou to tautologie a kazdou
jinou tautologii z nich 1ze odvodit).

Pristoupime nyni k pojmu diukaz. Dikaz formule ¢ z da-
nych logickych axiomu (4), (5) a (6) a z teorie T je libovolnd
posloupnost ¢1, ..., ¢,, pro kterou plati, ze ¢, = p a kazda
Pi

1. je logickym axiomem,

2. nebo je specidlnim axiomem, tj. je formuli z T,

3. nebo plyne z predchozich formuli dikazu pomoci odvo-
zovactho pravidla modus ponens.

Formule se nazyvéd dokazatelnd z logickych axiomu (4), (5)
a (6) a z teorie T, existuje-li dikaz této formule z téchto
logickych axiomtl a z T'. Tuto skutecnost zapisujeme

TF .

Uvedme si nyni priklad dikazu. Dokézeme, ze libovolna
formule tvaru ¢ — ¢ je dokazatelna z logickych axiomt a
z libovolné teorie T', tedy i prézdné (T = 0)). Dokézeme tedy,
ze ) = o — . V takovém piipadé symbol ,0* vynechdvame,
a piSeme tedy jen

(7)

Méame ukéazat, ze existuje dukaz, ktery vychéazi jen z logic-
kych axiomu a jehoz poslednim prvkem je ¢ — . Aby se
nam nepletl symbol ,,p* se symbolem pouzitym v logickych
axiomech, budeme dokazovat A — A, kde A je libovolna
formule.

Prvni formuli dikazu je

Fo— .

A—= (A= A) = A).

To je axiom, protoze vznikne z (4) substituci p = A a ¢ =
(A — A), a jako takovy muze tedy byt ¢lenem dikazu.
Druhou formuli dikazu je

A= (A=-A) o A) (A= (A= A) - (A— A).

To je opét axiom, protoze vznikne z (5) substituci ¢ = A,
P =(A— A), x = A. Jako tieti formuli dikazu pfiddme

(A= (A= A) = (A— A),

coZ muzeme provést, protoze tuto formuli Ize odvodit z prvni
a druhé pomoci modus ponens. Ctvrtou formuli je

A— (A= A),

coZ je axiom, protoze vznikne z (4) substituci p = A a ¢ =
A.

Ze ctvrté a treti formule dikazu nakonec pomoci modus
ponens odvodime formuli

A— A,

kterou jsme méli dokéazat a kterou pridame jako posledni,
patou formuli dukazu. Posloupnost téchto péti formuli je
dikazem formule A — A.

Na tomto prikladu vidime, ze dikaz i pomérné jednoduché
formule, jako je ¢ — ¢, mize byt pomérné dlouhy. O to ale
ted nejde. Jde o to, které formule viibec diikaz maji, a tedy
jsou dokazatelné.

Uvédomme si ted dulezitou skute¢nost. Na jedné strané
méme pojem sémantického vyplyvani: T = ¢ znameni,
ze pri kazdém pravdivostnim ohodnoceni, pri kterém jsou
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vsechny formule z mnoziny T pravdivé, je pravdiva i for-
mule ¢. Na druhé strané mame pojem dokazatelnosti: T' F ¢
znamend, ze formule ¢ je dokazatelnd z logickych axiomi
a z formuli z mnoziny T pomoci pravidla modus ponens.
T + ¢ mé tedy zcela jinou povahu nez T | ¢. Zatimco
T E ¢ je sémanticky pojem, T F ¢ je pojem syntakticky.
Mezi obéma pojmy vSak existuje dilezita souvislost, kterou
nyni popisSeme.

Z toho, co jsme si vyse uvedli, je zfejmé, ze modus ponens
zachovava pravdivost v tom smyslu, ze jsou-li predpoklady
v a ¢ — 1 pravdivé (pfi néjakém ale libovolném pravdi-
vostnim ohodnoceni e), je pravdivy (pfi tomto ohodnoceni
e) i zavér 9. Uvazujme libovolné ohodnoceni e, pfi kterém
jsou pravdivé vSechny formule z T'. Logické axiomy jsou vzdy
pravdivé, a tedy i pii ohodnoceni e. Pokud z logickych axi-
omu a z formuli z mnoziny T odvodime, tedy dokézeme,
néjakou formuli ¢, musi tedy tato formule byt pii ohodno-
ceni e pravdiva. Ukazali jsme tak prvni ¢ast vztahu mezi
sémantickym vyplyvanim a dokazatelnosti:

Véta 1 (o korektnosti). Jestlize T & ¢, pak T |= ¢. Tedy,
jestlize ¢ je 2 T (a z logickych aziomi) dokazatelnd, pak
2z T sémanticky vypljvd.

Zatimco vétu o korektnosti 1ze snadno dokazat, obracené
tvrzeni, tzv. véta o uplnosti, je mnohem hlubsi a jeho dikaz
vynechame:

Véta 2 (o tplnosti). Jestlize T = ¢, pak T + ¢. Tedy,
jestlize ¢ zT sémanticky vypljvd, pak je p zT (a z logickijch
aziomi) dokazatelnd.

Uvédomme si, co tyto véty fikaji v pripadé T = 0 (T
neobsahuje zadny specidlni axiom). Pak T' = ¢ znamend, Ze
@ je pravdiva pri kazdém pravdivostnim ohodnoceni, tedy
ze @ je tautologie, a T F  znamend, ze ¢ je dokazatelna
jen z logickych axiomu. Véta o korektnosti a véta o uplnosti
tedy v tomto pripadé tikaji, ze formule je tautologie, pravé
kdyz je dokazatelna z uvedenych t¥i logickych axiom.

Pojem pravdivosti a vyplyvani formule 1ze tedy zjistit Cisté
syntaktickymi prostredky, manipulaci se symboly. Toto pro-
pojeni sémantické a symbolické roviny logiky, které existuje
nejen ve vyrokové logice, ale i v dalsich formalnich systé-
mech, patii mezi nejdilezitéjsi vysledky logiky.

Dalsi informace k axiomatizaci vyrokové logiky a systéma,
které jsou rozsitenim klasické vyrokové logiky, muze ¢tenar
najit v knihdch [2, 3].

3 AUTOMATICKE POCITACOVE DOKAZOVANI A
REZOLUCNI METODA

Formalni dokazovani v logice lze chapat jako odvozo-
vani novych znalosti ze znalosti, které mame k dispozici.
Najdeme-li dikaz formule ¢ z mnoziny T predpokladt, mu-
Zeme se na véc divat tak, ze T predstavuje bazi znalosti, tj.
mnozinu tvrzeni tykajicich se néjakého problému nebo ob-
lasti, a ze ¢ je novy poznatek, ktery jsme z této baze znalosti
odvodili. Tim se nejen dozvime novy poznatek ¢, ale také
zduvodnéni, pro¢ tento poznatek z nasi baze znalosti vy-
plyva. Timto zdivodnénim je pochopitelné nalezeny dikaz.
Najde-li takovy diikaz pocitac¢, tj. automaticky bez pomoci
Clovéka, muzeme Tict, Ze pocita¢ néco sdm z nasich znalosti
logicky odvodil, tedy vymyslel.

Ukazme si jednoduchy priklad. V tomto prikladu opus-
time svét vyrokové logiky a nakrocime do svéta predikatové

logiky. To proto, ze ivahy o odvozovani novych znalosti maji
vyznam zejména ve svété predikatové logiky. Predikatova
logika je rozsirenim vyrokové logiky v tom, Ze jeji formule
mohou vypovidat o vztazich (relacich) mezi objekty.” Na-
priklad vyraz (VX) (X < X + 1) nebo vyraz syn(petr, jan)
jsou formule predikdtové logiky, jejichZz vyznam nelze dost
dobfte vyjadrit formulemi vyrokové logiky. Prvni z nich 1ka,
ze pro kazdé X je X mensi nebo rovno X + 1, druha rika,
Ze individuum (objekt) petr je synem individua jan (v na-
Sem kontextu je zvykem objekty a relace oznacovat malymi
pismeny, velkymi pak proménné). Predstavme si, Ze bdze
znalosti, tedy mnozina formuli T, obsahuje nasledujici for-
mule:

syn(X,Y) Amuz(Y) — otec(Y, X),

syn(X,Y) A zena(Y) — matka(Y, X),

otec(X,Y) — potomek(Y, X),

matka(X,Y) — potomek (Y, X),

potomek (X, Y") A potomek(Y, Z) — potomek(X, Z),

muz(petr), muz(pavel),
zena(alena), zena(eva), zena(jana),
syn(petr, alena), syn(pavel, alena),
matka(jana, alena),

potomek(jana, eva),

Prvni skupina formuli popisuje (¢4ste¢né) rodinné vztahy.
Prvni formule 1ikd, Ze je-li osoba X synem osoby Y a je-li
osoba Y muz, pak je Y otcem X. Podobné dalsi formule této
skupiny, véetné posledni, ktera tika, ze je-li X potomkem Y
a je-li Y potomkem Z, pak X je potomkem Z. Druhd sku-
pina popisuje konkrétni instance nékterych relaci, tedy napr.
Ze osoba petr je synem osoby alena. Pak nas muze zajimat,
zda z takové baze znalosti lze dokdzat, a tedy zda z ni vy-
plyva, napiiklad to, ze petr je potomkem evy. V terminech
logiky se tedy ptame, zda z uvedené mnoziny formuli T je
dokazatelnd formule potomek(petr,eva), tj. zda

T F potomek(petr, eva).

Intuitivné nahlédneme, Ze to tak je (nebudeme se poustét
do presné formalizace predikdtové logiky). Piesny forméln{
dtikaz by byl prepisem nasledujiciho argumentu: Podle baze
znalosti je petr synem aleny a vzhledem k tomu, Ze alena
je zZena, je dle druhé formule matkou petra. Podle ¢tvrté
formule je tedy petr potomkem aleny. Jana je matkou aleny,
podle ¢tvrté formule je tedy alena potomkem jany. Podle
paté formule je tedy petr potomkem jany. Protoze je také
jana potomkem evy, je podle paté formule petr potomkem
evy.

Jak m3 ale pocitac takovy ditkaz najit? Ptame se tedy, zda
existuje efektivni algoritmus, ktery je schopny rozhodnout,
zda formule ¢ je dokazatelna z predpokladta T'. Takovy algo-
ritmus bohuzel obecné neexistuje (vice v pristi kapitole). Pro
specialni pripady, které pokryvaji prakticky vyznamné pro-
blémy i vyse uvedeny jednoduchy priklad, vSak prakticky

9 Tento text je tieba brat jako kratické nahlédnuti do toho, o ¢em
predikétova logika pojednédva. Podrobné informace o predikatové logice
najde étendf napiiklad v knihdch [2, 3].
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uspokojivé algoritmy byly navrzeny. Ty se staly zdkladem
riznych systémui automatického pocitacového dokazovani i
zakladem programovaciho jazyka Prolog, ktery mé vyznam
pro umélou inteligenci. Lze v ném totiz vyvijet takzvané ex-
pertni systémy, tedy pocitacové programy, do kterych muze
expert, napriklad 1ékatr nebo geolog, vlozit logicky popsané
poznatky o daném problému, napiiklad o diagnostice ne-
moci. Lékar pak muze do systému vlozit informace o kon-
krétnim pacientovi a expertni systém z baze znalosti a z in-
formaci o pacientovi automaticky odvodi diagnézu pacienta,
popft. si vyzada dodatecnd vysetteni. Takovy systém ma 1é-
kafi pomoci v urceni spravné diagnozy.

Programovacimu jazyku Prolog bude vénovan néktery
z pristich kurzu tohoto semindaie. Zajemcum doporucujeme
knihu [1]. UkdZeme si nicméné zdkladni princip automatic-
kého dokazovani, na kterém jsou Prolog i jiné systémy zalo-
zeny. Timto principem je tzv. rezolucni metoda. Nebudeme
popisovat obecnou rezolucni metodu, ale jeji zjednoduSenou
variantu, ktera z ni vznikne, omezime-li se na systém vyro-
kové logiky.

Rezoluéni metoda vychézi z toho, ze baze znalosti obsa-
huje dva typy formuli. Prvni jsou tzv. pravidla, coz jsou
formule tvaru

(8)

tedy implikace, které tikaji, ze kdyz plati p1, pa, ..., pn, pak
plati p. Druhym typem jsou fakta, coz jsou formule tvaru

P, 9)

PLAApn — P,

které zastupuji elementérni tvrzen{ (vyroky). Nase znalosti
totiz skutecné formulujeme nejcastéji prostrednictvim vyse
uvedenych pravidel a fakt. Oba tyto typy formuli 1ze nahli-
zet jako specidlni pripady takzvanych hornovskych klauzuli.
Presnéji receno, kazdé pravidlo je logicky ekvivalentni né-
jaké hornovské klauzuli, stejné tak je to s fakty. Hornovskd
klauzule je pritom disjunkce vyrokovych symboli a negaci
vyrokovych symboli, ktera obsahuje nejvyse jeden vyrokovy
symbol bez negace. Hornovska klauzule ekvivalentni pravi-
dlu (8) je
“p1 V-V opy Vp.

(Ovéite to.) Fakt, tedy formule (9), je sém o sobé hornov-
skou klauzuli. Vyrokové symboly a jejich negace se nazyvaji
literdly; literal je pozitivni, pokud neobsahuje negaci, je ne-
gativnt, pokud obsahuje negaci. Vyrazy p a —p; jsou tedy
literaly, pritom p je pozitivni a —p; negativni. Jinymi slovy,
hornovska klauzule je libovolna disjunkce

LV -V Ly,

kde L; jsou literaly, pficemz nejvyse jeden z téchto literala je
pozitivni. Takova klauzule se v rezoluénim dokazovani ozna-
Cuje také

{Li,...,L,},

protoze rezolu¢ni metoda pracuje s hornovskymi klauzulemi
jako s mnozinami literali.

Zékladem rezoluc¢ni metody je tzv. rezolucni pravidlo. To
je odvozovaci pravidlo, podobné jako je odvozovacim pravi-
dlem modus ponens. Rezolucéni pravidlo vypadé takto:

{L17"'7Li—17paLi+17"' aLn}
SN A N
(Liveo Licy. Lisn o Lo L Ly Ly L)

Tedy pokud jedna klauzule obsahuje pozitivni literdl p
a druhd negativni literal —p, odvodime klauzuli, kterd
vznikne odstranénim literal p a —p a slou¢enim obou klau-
zuli. Tato klauzule se nazyva rezolventa prvni a druhé klau-
zule. Prikladem pouziti tohoto pravidla je nésledujici tisu-
dek:

{-p,—q,r}
{_‘Tv S, t}

{_'pa —q, 7S, t}

Uvédomme si, ze takovy tsudek je prirozeny. Prvni klauzule
totiz reprezentuje implikaci p A ¢ — r, druha implikaci r A
s — t. Odvozena klauzule reprezentuje p A g A s — t, coz je
prirozeny dusledek uvedenych implikaci. Vsimnéme si také,
ze modus ponens lze chapat jako specidlni pripad rezolu¢niho
pravidla: p a p — ¢ jsou ekvivalentni klauzulim p a —p V ¢,
ze kterych lze rezoluénim pravidlem odvodit q.

Uvedme déle, ze za hornovskou klauzuli je povazovana
i ,prazdnd klauzule“, tedy { }. Ta ma v rezoluéni metodé
dulezitou roli, protoze signalizuje nalezeni dikazu. Oznac¢me
nyni F' libovolnou kone¢nou mnozinu hornovskych klauzuli
a déle symbolem R(F') mnozinu vSech klauzuli, které z nich
lze pouzitim rezolu¢niho pravidla odvodit. Tedy pokud

= {{_'pa -q, 7‘}, {_‘Tv =8, t}7 {p}} ’

pak
R(F) = {{_'p’ -q, 7S, t}’ {_'Qa T}} ’

protoze kromé vyse popsaného odvozeni formule
{-p,—q,—s,t} lze z formuli {-p,—q,r} a {p}, které
jsou obé v F, odvodit i formuli {—g¢,r}. Jiné formule
z F odvodit nelze. Operaci odvozeni R lze provadét
opakované. Ozna¢me symbolem R™(F) mnozinu vSech
moznych vysledki odvozeni, provedenych v nejvyse n
krocich z poc¢ateéni mnoziny F', tedy

RYF)=F a R""™Y(F)=R"(F)UR(R"(F)).
Je tedy napriklad
R3(F) = FUR(F)UR(R(F)) U R(R(R(F))).

Smysluplnost rezolu¢ni metody je zaloZena na nésledujici
vété, kterou uvedeme bez dikazu:

Véta 3. Fuokt p vyplyvd z mnoziny F' hornovskych klauzuli,
pravé kdyz existuje n > 0 tak, Ze mnozina R™(F U {{-p}})
obsahuje prazdnou klauzuli { }.

Pritom ,vyplyvd® znamend, ze vyplyva sémanticky (coz
je, jak vime dle véty o korektnosti a tuplnosti, ekvivalentni
s tim, Ze p je dokazatelné z F' v axiomatickém systému). Tato
véta mé pro rezoluéni metodu zésadni viznam. Riké totiz,
ze zjistit, zda tvrzeni reprezentované formuli p je dokaza-
telné z baze znalosti reprezentované kone¢nou mnozinou F
(tedy z né&jakych fakti a pravidel) je mozné systematickym
prohledavanim vsech moznych rezolvent, které se vytvareji
z klauzuli z mnoziny F a z klauzule {-p}.!" Uvédomme si
také, ze takovd metoda skonci, protoze vzhledem k tomu, ze
F' je konecna, obsahuje jen konec¢ny pocet vyrokovych sym-
boli a z nich lze utvorit jen koneéné mnoho klauzuli. Proces

10 {—p} je vySe uvedenym zpiisobem zapsani hornovska klauzule
(disjunkce sestdvajici z —p jako jediného literdlu).
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generovani novych klauzuli tedy musi jednou skoncit, tedy
dostat se do stavu, kdy uz nové klauzule nepiibyvaji.'!

Rezoluéni metodu si nyni ukézeme na piikladu. Ukolem
je pomoci rezoluéni metody zjistit, zda formule ¢ vyplyva
z nasledujici mnoziny pravidel a faktu:

p
t

w
PAT = U
uNv—q
t—r

pAw — v

Zac¢neme poéitat mnoziny R"(FU{{—¢}}), kde F je mnozina
hornovskych klauzuli odpovidajicich vyse uvedenym faktim
a pravidlim; pro stru¢nost budeme psat jen R™. Mnozina
F U{{~q}} vychozich klauzuli tedy obsahuje tyto klauzule:

{p}

{t}

{w}

{-p, -, u}

{~u,—v,q}

{_‘tv T}

{ﬁp7 W, U}

{—a}
V prvnim kroku ziskdme jako nové rezolventy, které pribu-
dou do R!, tyto klauzule:

{—\7”, u}
{~w,v}

{r}

{=p, v}

{=p, —r,—w,q}
{=p,u,~t}
{~u, ¢, —~p, ~w}

{_‘uv ﬁU}

Naprtiklad prvni z téchto rezolvent vznikne pouzitim rezo-
luéniho pravidla na klazule {p} a {—p, —r,u} z predchoziho
seznamu. Nebudeme déle vypisovat vSechny klauzule, které
by nésledné vznikaly. V&imneme si jen toho, Ze do R? pii-
budou i klauzule

{u} a {v}.

Prvni vznikne z difve odvozenych klauzuli {-r,u} a {r},
druhd z klauzuli {w} a {-w,v}. Do R? pak pfibude klauzule
{-w,q}, kterd vznikne z {-u,—w,q} a {u}. Do R* pfibude
{q}, kterd vznikne z {-w,q} a z {v}. Z {q} a z {—q} pak
vznikne prazdnd klauzule, { }, kterd bude piiddna do RS.
Protoze jsme odvodili prazdnou klauzuli, vypocet v souladu
s vétou 3 ukoncime se zavérem, ze q z dané mnoziny pravidel
a faktd vyplyva.

11V praxi totiz mohou byt mnoZiny R™(F) zna¢né velké, coz prohle-
dévani vSech moznych rezolvent zpomaluje. Byly tedy navrzeny riazné
strategie prohleddvani. Témi se zde nezabyvame.

Ukol 1 10 bod1i

Rozhodnéte, zda jsou nasledujici odvozovaci pravidla ko-
rektni. Odpovéd zdavodnéte.

o =,
—p

P & Y, Y X
P X

¢ = (YVx)
o=

o=
o= ¥ Vx)

Ukol 2 15 boddi

Rozhodnéte pomoci rezoluéni metody, zda g vyplyva
z dané mnoziny pravidel a fakta. Uvedte prislusny vy-
pocet.

(a) Mnozinou pravidel a fakti je:

p— S
sS—=Dp
s—q
UNV =D
U

v
(b) MnozZinou pravidel a faktu je:

PAT —q
q—r
s—p

S

4 HISTORICKE POZNAMKY A ZAJIMAVOSTI

Axiomatickd metoda vznikla v antice v pracich reckych
geometru, zejména Euklida (asi 325-260 pf. n. 1.). Do po-
predi zajmu se dostala v dobé bourlivého rozvoje matema-
tické logiky v 1. poloviné 20. stoleti. Vétu o uplnosti pro
vyrokovou logiku dokazali nezavisle na sobé svycarsky ma-
tematik Paul Bernays (1888-1977) a americky logik Emil
Post (1897-1954).'% Ditkaz véty o tplnosti pro predikato-
logik 20. stoleti Kurt Godel (1906-1978)."% Skutecnost, ze
pro predikatovou logiku neexistuje zadny algoritmus, ktery
by v obecném pripadé dokédzal rozhodnout, zda dana formule
je dokazatelna z dané mnoziny formuli, dokazal anglicky ma-
tematik a informatik Alan M. Turing (1912-1954). To byl
prilomovy vysledek. Odhalil meze, kterych si pii pouzivani

12 P. Bernays, Beitrige zur axiomatischen Behandlung des Lo-
gik-Kalkils. Habilita¢ni préce (Habilitationsschrift), Universitat Got-
tingen, 1918. E. Post, Introduction to a general theory of elementary
propositions. American J. Math 43 (3)(1921): 163-185.

13 Die Vollstiandigkeit der Axiome des logischen Funktionenkalkiils.
Monatshefte fiir Mathematik und Physik 37(1930): 349-360.
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logiky musime byt védomi. Obecny dokazovaci algoritmus
tedy neexistuje. Proto byla pozdéji pozornost vénovana ruz-
nym heuristickym algoritmim a algoritmiim pro automa-
tické dokazovani pro specidlni, ne zcela obecné, avsak prak-
ticky dulezité formalni systémy. Jednim z vysledkia tohoto
zkoumani byla i rezoluéni metoda, jejiz zaklady vypracoval
americky matematik, informatik a filozof John Alan Robin-
son (1930-2016) v 60. letech minulého stoleti.

Studium axiomatické metody a automatického dokazovani
bylo od 2. poloviny 20. stoleti motivovano zejména snahou
o sestrojeni myslictho pocitace. V 1. poloviné 20. stoleti vsak
byla axiomatickd metoda studovana zejména proto, Ze se
v matematice objevily vazné problémy. Ty ukazovaly, ze ma-
tematika potfebuje pevné formalni zédklady. Logika a axio-
matickd metoda budovani matematiky od zakladnich pojmt
Do té doby se totiz matematika péstovala neforméalné. Ni-
kdo si napriklad prilis nelamal hlavu s tim, jak definovat po-
jem mnozina. Na problémy takového neformélniho pristupu,
ktery je zaloZen na intuitivnim chdpan{ mnoZiny (mnozina je
intuitivné soubor néjakych prvkd), dirazné upozornil brit-
sky logik, matematik a filozof Bertrand Russell (1872-1970)
svym dnes klasickym paradoxem. Russelliv paradox je for-
mulovan takto. Ozna¢me N mnozinu vsech mnozin, které
nejsou prvky sama sebe, tedy

N=A{z]|z¢x}.

Takové mnoziny Russell nazyval normalnimi, protoze zndmé
mnoziny z spliuji ¢ x. Russell polozil otazku, zda mnozina
N je normalni, tedy zda N € N. Pokud N € N, pak N ma
vlastnost, kterou maji vSechny mnoziny v N, totiz vlastnost
x & x, atedy N ¢ N. Pokud ovéem N ¢ N, pak N mé
vlastnost prvi mnoziny N, a tedy patfi do mnoziny N, tj.
N € N. Vsimnéme si, ze jsme vlastné odvodili, ze N € N,
pravé kdyz N ¢ N. Odvodili jsme tedy spor, tj. tvrzeni,
které je vzdy nepravdivé. To je ale vazny problém, protoze
ze sporu lze logicky odvodit jakékoli tvrzeni. Teorie, ve které
odvodime spor, je tedy bezcenna.
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V logice existuje celd fada dalsich paradoxt, tedy zvlast-
nich jevu, které spocivaji v tom, ze se z vSeobecné priji-
manych predpokladii jednoduchymi tsudkovymi kroky do-
staneme do situace, ktera je sporna nebo se pri¢i zdravému
rozumu. Takové paradoxy zpravidla umozni nahlédnout, ze
uvazovani v prirozeném jazyce, které se ¥idi intuici, ma sva
tskali a své meze. Rada takovych paradoxi vedla k dalsimu
rozvoji formalni logiky. Uvedeme si jeden z nejznaméjsich
paradoxi, tzv. paradox lhare.

Krétan rika: ,Lzu“. Mluvi pravdu? KdyZz ano, pak je
pravda, co tika, a tedy lze. Kdyz ne, pak neni pravda, co
rik4, tedy nelze, a tedy mluvi pravdu. Odvodili jsme, ze Kré-
tan mluvi pravdu, pravé kdyz nemluvi pravdu, a to je spor.
(Dostali bychom spor, kdyby Krétan fikal, Ze vSichni Kré-
tani 1zou?)

Jiny znamy paradox, tzv. paradox hromady, vede k vy-
tvoreni nové logiky, tzv. fuzzy logiky, ktera nasla uplatnéni
v mnoha vyrobcich, které bézné pouzivame. Ukazeme si ho
v pristim dile, ve kterém se fuzzy logikou budeme zabyvat.
Dalsi logické paradoxy a hadanky ctenar najde napiiklad
v knizce [4].
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